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1 HISTORICO

A descoberta de Wilhelm Conrad Rontgen

No final do século XIX, foi estabelecido que os raios provenientes do catodo
eram absorvidos pela matéria, e que sua absorcao era inversamente relacionada com a
voltagem de aceleracao. Em certos cristais, ao se incidir tal raio, ocorria emissao de luz

visivel, a que se denominou fluorescéncia.

Em 1896, J.J. Thomson demonstrou que os raios de catodos eram compostos
de pequenas particulas carregadas negativamente, cuja massa era de aproximadamente
1/1800 da massa do menor dtomo (hidrogénio), as quais foram denominadas elétrons. Em
1910 Robert Millikan, na Universidade de Chicago, mediu a carga absoluta do elétron,
1,601 x 10719C.

No verao de 1895, na Universidade de Wurzburg, Bavaria, Wilhelm C. Rontgen
construiu um tubo de raios catddicos, envolveu-o em uma caixa e, no final da primeira
semana de novembro, observou que toda uma tela de cristal de platinocianidro de Bario,
distante do tubo, fluorescia. Ele achou que tal fluorescéncia nao era devida a presenca de
raios catodicos, visto que estes deveriam ser absorvidos pelo vidro, pela caixa, e pelo ar
da sala. Observou, entao, que os raios provenientes do tubo viajavam em linha reta, aos

quais, incégnitos, denominou raios-X.

Rontgen fez a sua primeira radiografia de uma mao humana. Foram feitas
varias tentativas que visavam atestar se os raios-X poderiam refletir, refratar ou difratar,
mas todas foram mal-sucedidas. Essa nova descoberta de Rontgen foi rapidamente divul-
gada. A partir dai, a principal aplicacao de raios-X, a radiografia, passou a ser utilizada

por hospitais e, mais tarde, por industrias em todo o mundo.

Em suas pesquisas, verificou que o anodo de um metal pesado, como a pla-
tina, emite raios-X mais penetrantes que os originados de um elemento leve, tal como
o aluminio. A penetrabilidade, ou “dureza” dos raios-X, aumenta com o aumento da
voltagem no tubo. Em 1901, Rontgen foi, entao, laureado com o primeiro prémio Nobel

de Fisica.

Barkla descobriu a presenca de uma forte componente nos raios-X emitidos;



tal componente era caracteristica do metal alvo empregado. Foram, assim, sugeridas duas
linhas de emissao, K e L, do espectro, o que estava em concordancia com o modelo atomico

tratado por Niels Bohr. Em 1917, Barkla recebeu o prémio Nobel por esta contribuicao.

Em janeiro de 1912, P.P. Ewald, juntamente com Laue, discutira as conclusoes
de sua analise tedrica da propagacao de luz através de um cristal, as quais o mesmo
utilizou na escrita de sua tese de doutorado. Laue estava mais interessado no fato de
que Ewald usou, como modelo de cristal, pequenos osciladores periodicamente espagados
em trés dimensoes, distanciados de 10~8cm; Laue conhecia, a partir dos experimentos
de Rontgen, que o comprimento de onda dos raios-X era da ordem de 10-8cm. Ou seja,
ele suspeitou que um cristal serviria como uma grade ideal para difracao de raios-X. A
partir dai, apresentou suas idéias a Sommerfeld, mas encontrou diversas objecoes. Laue,
entao, convenceu W. Friedrich (assistente de Sommerfeld) e P. Knipping (assistente de
Rontgen) a fazer um experimento. Ambos tiveram sucesso ao obter o primeiro diagrama
de difracao do cristal de sulfato de cobre, na primavera de 1912. Laue, enfim, aplicou
seus conhecimentos da teoria de difracao da luz por grades de uma e de duas dimensoes,
para o problema de difracao por um cristal, que possui uma grade tridimensional. Em

1914 ganhou o prémio Nobel por sua teoria de difragao formulada em 1912.

Espectometro de Bragg

Durante o verao de 1912, W.H. e W.L. Bragg fizeram uma analise do trabalho
de Laue sobre difracao de raios-X, com o uso de um cristal de esfarelita (Zincblend),
7/nS. Tentaram, assim, explicar os pontos de difracao observados como sendo produzidos
por raios-X “corpusculares” que passam através de tuneis formados por linhas no cristal.
Mais tarde, W.L. Bragg convenceu-se da autenticidade do postulado de Laue da natureza
dos raios-X. Entao, C.T.R. Wilson sugeriu que W.L. Bragg refletisse raios-X por uma
face de clivagem do cristal de esfarelita. O sucesso da reflexao fez com que W.H. Bragg
construisse um espectrometro de raios-X, o qual permite uma medida quantitativa das

intensidades de raios-X.



2 PRODUCAO DE RAIOS-X

Os raios-X sao produzidos quando a matéria é irradiada por um feixe de
particulas ou fétons de alta energia. Quando é bombardeado por elétrons, o espectro

obtido é mostrado na Fig. 1.

Figura 1 — Espectro caracteristico produzido por um tubo de raios-X.
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Fonte: Modificada pelo autor [1]

O espectro consiste de uma banda larga de radiagao continua (bremstrahlung
ou radiagao branca). A radiacdo continua é produzida pela desaceleragao dos elétrons de
alta energia pelos elétrons do atomo do elemento alvo. Existe um comprimento de onda

minimo, A\, para um maximo potencial de aceleracao V dos elétrons incidentes; ou seja:

he 12,398 .
— =774 2.1
v v (2.1)

No espectro aparecem algumas linhas estreitas sobrepostas as do espectro

)\min -

continuo. Tais linhas foram denominadas, por Moseley, de comprimento de onda ca-
racteristico, e diferem de alvo para alvo. A intensidade destas linhas é dependente da
corrente do tubo de raios-X e da voltagem aplicada. A,,;, corresponde ao comprimento de
onda minimo (energia méxima) que um elétron pode perder numa unica colisdo. Pode-
mos, entao, perguntar o seguinte: o que acontece com o elétron do catodo quando atinge
o metal alvo?

1. o elétron é defletido pelo campo do atomo alvo sem perda de energia;

2. ou é defletido com perda de energia.

O comprimento de onda minimo \,,;, nao depende do nimero Z, sendo uma



funcao somente da voltagem aplicada. A producao da radiagao, como mostrado na Fig.
2, estd baseada na interacao entre os elétrons do atomo alvo e a particula incidente.
Particulas do atomo alvo podem ser removidas da sua posi¢ao atomica, e deixar o &tomo
em estado ionizado. O elétron livre é, entao, denominado féton-elétron, e que saira do

atomo com energia cinética:

E— ¢, (2.2)
onde E é a energia do féton incidente e ¢, é a energia do elétron ligado. Quando um

Figura 2 — Processo de producao de fétons de raios-X caracteristico.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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elétron da camada L é transferido para a camada K, passando a ocupar uma vacancia do

nivel, ocorre um efeito de produgao de fétons com energia da por

oK — O, (2.3)

tais fétons sao denominados fétons de raios-X K. A energia desta radiagao é

_hc

E=hy = —. 2.4
v= (2.4)

onde h é a constante de Planck, e ¢ a velocidade da luz. A regiao do espectro eletro-
magnético de raios-X esta no intervalo 0.1-100 /i, ou seja, entre a regiao dos raios v e a

de raios ultravioleta. Em energia, tal intervalo corresponde 0.1keV e 100keV.



3 AS TRES EQUACOES DE LAUE

Consideremos uma linha periédica de atomos espacados de a, um feixe inci-
dente de raios-X dado pelo vetor unitéario S,, e um feixe de raios espalhados pela linha de
atomos na diregao do vetor unitario S. A diferenga de caminho dos dois feixes deve ser

igual a um niimero inteiro de comprimento de onda (Fig. 3(a)),

—

i-S—i-S,=ad (S—5,) =hA, (3.1)

—

onde h é um ntmero inteiro, e @- S, e a- S sao os caminhos que o feixe percorre, a tomar

Figura 3 — Representacao da difra¢do para uma rede unidimensional (a) e bidimensional (b).

i
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Fonte: Modificada pelo autor [I].

por referéncia as respectivas frentes de ondas normais a ambos os feixes de raios-X. S e

S, nao sao necessariamente coplanares; podemos imaginar que S forma um cone na linha

atomica, para uma determinada direcao do feixe incidente S,,.

Numa rede periédica tridimensional, tendo trés translacoes nao coplanares, d,

b e ¢, tal que haja espalhamento em fase, trés condigoes devem ser satisfeitas simultane-

amente:
@ (S—8)=hx
b-(S—5,)=k\ (3.2)
- (§—=8)=I\

Estas equacoes sao denominadas as trés equacoes de Laue. As trés equacoes podem ser

relacionadas com a rede reciproca, pelo uso de algumas propriedades da rede. Qualquer
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vetor da rede pode ser expresso em termos dos trés eixos da rede.

onde h, k e 1 sdo inteiros. Supondo que R representa a diferenca entre Se go, multiplicado

por 1/, temos, entao,

—

S5,
R .

A

H= (3.4)
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4 REDE RECIPROCA

Um cristal ¢ uma repeticao tridimensional de alguma unidade de atomos ou

moléculas. A sua representacao bidimensional é representada na Fig. 4. Dois diferentes

Figura 4 — Representagao bidimensional das propriedades de um cristal.

Fonte: Modificada pelo autor [I].

tipos de atomos ou moléculas sao representados por circulos e triangulos identicamente
repetidos. A repeticao é definida por trés vetores aidsds que sao chamados de eixos
cristalinos. O paralelepipedo definido pelos trés eixos, @idsds, € o menor volume a se
repetir em todo o cristal. Tal volume é chamado de cela unitaria. Logo, o volume da cela

unitdria é definido em funcgao dos trés eixos cristalinos, e dado por:
V = Eil . (62 X 63) (41)

Vamos supor que os diferentes atomos dentro da cela unitaria sao numerados
por 1, 2, 3 ..., n, e que as posigoes dos dtomos relativos a origem da cela unitaria sao
representadas pelos vetores 771, 75, 73, ...75,. Definimos diferentes celas por trés valores in-
teiros my, mo, ms, tal que a cela mymaoms esta deslocada da origem por mqdy, mads, msds.
Portanto, as posicoes dos atomos do tipo n, na cela unitaria m;msms, sao dados pelo
vetor:

R):Ln = mlﬁl -+ m262 + mgc_ig + Fn. (42)

A partir do uso da equacao de Bragg, consideramos a difracao em termos de
um conjunto de planos cristalograficos hkl. Pelo conjunto de planos cristalogréaficos, que-
remos dizer um conjunto de planos eqiiidistantes e paralelos, que passam pela origem, e
0 mais proximo intercepta em a;/h, as/k, ag/l os trés eixos cristalograficos. Os indices

inteiros hkl sao denominados indices de Miller.

De acordo com a lei de Bragg, duas propriedades sao dadas a um conjunto

de planos hkl: a orientagao dos planos e seus espacamentos. Uma simples representacao
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dessas duas propriedades ¢ obtida introduzindo um vetor F[hm, o qual é perpendicular
aos planos (hkl) e possui magnitude igual ao reciproco do espagamento. Vamos, pri-
meiramente, definir um conjunto de vetores reciproco, 515253, em termos desses vetores
Hy.

Em termos dos trés eixos cristalinos @;dsds, podemos definir o conjunto de

vetores reciprocos, b1bybs:

- C_iQ X 63

bl = > /> _ >
ap - (CLQ X CL3)

. 7 X 8

by = — 2 (4.3)
ap - (0/2 X ag)

63 _ 61 X 62

C?l . (62 X 53)
Tais definicoes sao facilmente relembradas pelo fato de que os indices do vetor reciproco
e dos dois eixos cristalinos no numerador ocorrem ciclicamente. Uma importante relagao
entre os dois conjuntos de vetores é expressa pelos produtos escalares. Se os indices sao
0S Mesmos, L

G bi=a 2B (4.4)

a - (CLQ X CL3)

Se os indices sao diferentes,

- . 63 X 51
A by =d - z—=——=5=0. (4.5)
a - (dy X ds)
desde que o vetor a3 x d@; é um vetor perpendicular ao vetor @i, e o produto escalar de a;
e a3 X a; envolver cos 90°. Esses resultados podem ser generalizados da seguinte forma:
" 17 Z = j)
ay - bj == ) ) (46)
0, ©1#7.
Portanto, definimos o vetor Hyy, em termos dos trés vetores reciprocos e dos indices de

Miller:
Hipy = hby + kby + 1bs. (4.7)

Deste modo, podemos expressar a lei de Bragg na forma vetorial pelo uso do
vetor H. Se S, e S sdo vetores unitdrios na diregao dos vetores incidente e difratado,
respectivamente, construimos os vetores §0 /e S /A formando um angulo § com os planos
difratantes, conforme ilustra a Fig. 5. A lei de Bragg na forma vetorial é entao escrita da

seguinte forma:

S-85, =&
T = Hhkl‘ (48)

Para que possamos ver que a equacao acima é equivalente a equacao de Bragg,
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Figura 5 — Lei de Bragg envolvendo os vetores de onda incidente e difratado.

Fonte: Modificada pelo autor [I].

devemos notar que duas condigoes devem ser satisfeitas: i) os vetores de ambos os lados

devem ser paralelos e ii) a magnitude de ambos lados devem ser iguais. A primeira

condicao determina que os feixes difratados e incidentes formam um angulo com os planos

difratantes. A segunda condicao exige que:

S-85,
A

B} 1
N | = 1.9
‘ hkl| dhi (4.9)

B 2sinf
DY

e esta equagao é equivalente a forma usual da lei de Bragg A = 2djy; sin . Podemos ver,
assim, que o espaco reciproco nos da uma representacao grafica da lei de Bragg. Para um

conjunto dado de planos hkl, temos um vetor H nkl Para o ponto hkl do espaco reciproco.
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5 ESFERA DE REFLEXAO (ESFERA DE EWALD)

Uma maneira mais simples e facil de visualizar a lei de Bragg é através da
esfera de reflexdo (denominada esfera de Ewald). A rede reciproca é mostrada esquema-
ticamente, em duas dimensoes, na Fig. 6. A diregdo do feixe incidente é mostrada pelo
vetor 50 /A, que corresponde a um vetor de comprimento 1/A que termina na origem da
rede reciproca, e que passa pela origem da esfera de reflexao. Qualquer ponto hkl reciproco
(ou né da rede) que caia sobre a superficie da esfera, representa um conjunto de planos
(hkl) na qual a lei de Bragg é satisfeita. Fica bem evidente que a rela¢do dos trés vetores
§O /A, S /A e H nke Mostrados na figura, expressa muito bem a lei de Bragg. A direcao do
feixe difratado é dada pelo vetor S /A, que passa pelo centro da esfera e termina no ponto
hkl. Ou seja, a lei de Bragg é satisfeita, para um conjunto de planos (hkl), pelo simples

fato de que os pontos hkl da rede reciproca tocam a superficie da esfera de reflexao.

Figura 6 — Representacao bidimensional da esfera de reflexao no espago reciproco.

AIFEITL a8 W
SALT T
IAGNNEENENE
SEANENEERYS
TENESSNEESN
NN ENEEEN

Fonte: Modificada pelo autor [I].

Férmula da distancia dpy;
Para o uso da equacao de Bragg, precisamos calcular a distancia interplanar
dpr;. Assumindo que conhecemos os comprimentos dos trés eixos cristalinos, e os angulos

entre eles, podemos chegar a uma relacao do tipo:

A = f(@17a2>a3,0412,0423,a317tha l)- (5-1)
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Iniciemos pela seguinte equacao:

. 1 L. L.
Hhkl‘ =5 = (hby + kby + 1b3) - (hby + kby + 1b3)
hil

= h2by - by + k2by - by + b3 - by + 2hkby - by + 2kl - by + 2hlbs - ;. (5.2)

Usando a definicao dos vetores reciprocos b;bobs em funcao dos vetores cristalinos @;d»as,

e usando a equagao

(61 X C_l']) . (EL} X 6k) = (_jz . 6]-@- . 6k — 6]' . (_I'ka?

2
= @;a;a,(COS Qv COS avjj, — COS (i), (5.3)
2 2 2 . 2
a; X aj| = a; a; sSIm” g,
chegamos a seguinte relacgao:
1 ajajag h?sin? sy k%sin?ag; n 12 sin? ag9
2 2 2 2 2
Ay 4 ay a3 as

2hk(cos aa3 cos aig; — €OS (rq2)

109
2kl(cos a1 cOS iy — €OS (in3)

G203

21h(cos ap coS (g3 — €OS (g1 )

(5.4)

azay

O quadrado do produto triplo escalar pode ser convenientemente expressado

na forma do determinante em termos do produto escalar simples entre os eixos cristalinos:

ap-a, a-dy a - ds
2 — — = \2 — - — -
Ve=(dy-dy X ds3)"=| dy-ady dy-0dy do-ds

d3-0; dz-dy dg-ds

Para confirmar a notagao cristalografica usual, devemos tomar as seguintes

igualdades:
61 = El;, Qg3 — (X
as = b, 31 = 5 (55)
az =¢, g = 7.

Combinando as equacoes, e mudando para a notacao cristalografica, obtemos
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a formula do espacamento interplanar para o caso mais geral de um cristal triclinico.

1 1

d2,, (14 2cosacosfcosy — cos?a — cos? f§ — cos? )

hR?sin?a k?sin®fB [’sin®’y  2hk
x + + +

o = > 7 (cos avcos f — cos7y) (5.6)

2kl 2lh
—i—g(cosﬁcosy —cosa) + E(cosvcos& — cosﬁ)}.
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6 ESPALHAMENTO POR UM UNICO ELETRON (J.J. THOMSON)

Consideremos inicialmente que um elétron de carga —e, e massa m, é mantido
na origem do eixo XYZ por uma pequena forca restauradora, conforme o mostrado pela
Fig. 7. Uma onda plana constituida por um feixe de raios-X monocromaético, pode ser

representada pelo campo elétrico incidente

Figura 7 — Raios-X espalhados por um tnico elétron.

z

Fonte: Modificada pelo autor [2].

—

E,exp [iwot —omiS, - 7 , (6.1)

—

que atuard sobre esse elétron. Nesta expressao, E, é o vetor campo elétrico incidente, S,
é o vetor de onda da onda incidente, w, = 27v,, onde é a frequéncia da onda incidente.
Vamos assumir, por simplicidade, que a frequéncia natural do elétron é pequena compa-
rada com a frequéncia do campo elétrico incidente de raios-X. A forca externa atuante no
elétron é expressada por:

—eE, expliw,t]. (6.2)

Desde que a forca restauradora seja pequena, a for¢a imprimida no elétron sera

igual a:
d2
md—; = —eFE, expliw,t], (6.3)

onde x é o deslocamento médio do elétron. A solucao da equagao diferencial do movimento

é:

B, (6.4)
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O momento do elétron é —ex; ou seja,

—ed = P, expliw,t]

2

= e —

o= ———E,
mw?

A polarizabilidade «., é, por definicao, o momento de dipolo induzido por um

campo unitario
2

Qe = —

(6.5)

5
mw?

wot produz

De acordo com a teoria eletromagnética, um oscilador ou dipolo oscilante p.e
um campo eletromagnético. Deste modo, os campos magnéticos e elétricos produzidos
por este dipolo, para grandes distancias, e quando comparado com o comprimento de
onda, sao dados por [3]:

. — (,U2 N —

e H, = (i x pe)ﬁ expliw,t — 2miS - R|

) N w? N
e, = (U x p,) x ﬁQ—;% expliw,t — 2miS - R), (6.6)

c

onde R = Ru é a distancia entre o vetor dipolo e o ponto de observagao, e S = %&’ )

Estas equacgoes representam ondas esféricas originadas pelo dipolo. A intensidade média
no ponto de observacao é dada por:

2

C —
I.=—|E.| , 6.7
. (6.7)
enquanto que a intensidade da onda incidente é
o2
L= )E . (6.8)
8T

Substituindo o vetor de onda incidente e espalhado pelo elétron nas expressoes da inten-
sidade, chegamos a seguinte expressao:

2

2 2 2
(@ x ﬁe);}—% expliwgt — 2miS - R)| = ||d] |ﬁe];]—}’% expliw,t — 213 - | (6.9)
CUZ 2
=212 12 o
= |p.|"sin” ¢ (02R> )
Como:
. et -
Pe = ——mszo, (6.10)
temos que

e? 2
I = ( sin¢) I, (6.11)
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Se a onda é nio polarizada, o angulo ¢ torna-se indeterminado e o termo sin? ¢ deve ser

trocado pelo seu valor médio; ou seja,

sin? ¢ = 1 — cos? ¢ = cos? wcos(% — 26)

=1 — cos2 ¢ sin® 20 (6.12)
1

=1- 5(1 — cos 26)

~ 1+cos?20

— 5 ,

onde 260 ¢é o angulo de espalhamento, ou seja, o angulo entre a direcao do feixe incidente

e a direcao do feixe espalhado. Portanto, a intensidade de espalhamento fica reduzida a

e2 \? /1 +cos?20
L=1I , 1
(chR) ( 2 ) (6.13)

¢é o fator de polarizacao da onda espalhada por um elétron. Esta expressao

seguinte expressao:

2
onde 1+co2$ 20

nos mostra que a intensidade de espalhamento por um tinico elétron é independente da

freqiiéncia de raios-X.
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7 FATOR DE ESPALHAMENTO ATOMICO

Denotemos o fator de espalhamento atomico pela razao entre as amplitudes de

espalhamento por um tnico atomo E, e pelo elétron isolado E,:

f="2 (7.1)

Quando os elétrons espalham em fase um com outro, o valor maximo de f

é igual ao nimero atomico Z, que corresponde ao numero total de elétrons no atomo.

Vamos supor que a distribuicao de elétrons seja simetricamente esférica e a quantidade

de carga, representado pela densidade de carga p(r), que contém num dado elemento de
volume dV (Fig. 8) do dtomo é

dg = p(F)aV. (7.2)

Figura 8 — Espalhamento de um atomo isolado com densidade de carga radialmente simétrico.

Fonte: Modificada pelo autor [I].

Assim, a razao entre a amplitude da onda espalhada por este elemento de
volume, dFE,, e a amplitude da onda espalhada por um elétron na mesma direcao é a

mesma entre as suas cargas

(7.3)

Somando sobre toda contribuicao de diferentes elementos de volume, é preciso

levar em consideracao a diferenga de caminho em cada ponto do atomo:

df = @ exp [27ri(5 — )T av, (7.4)

A

onde a exponencial representa a relacao de fase entre as diferentes partes do atomo. A
contribuigao total é obtida pela integracao, em coordenadas esféricas (Fig. 9), desde que

a densidade de carga seja simétrica, sobre todo o volume, ou seja:
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Figura 9 — Elemento de volume anular de raio rsin ¢ e largura rde.

Fonte: Modificada pelo autor [I].

dV = (277 sin ) (rde)dr = 27r? sin pdpdr (7.5)
4
k = TW sin 6.
(7.6)
Como:
S —5,| = 2siné, (7.7)

a partir de uma anadlise grafica, obtemos que

<§—§O>-F: S — 8,|rcos = 2rcos psin b, (7.8)

substituindo na expressao em df e integrando, chegamos a:
1 =00 =
f=- / / p(r) explikr cos ] 2mr? sin ¢ dip dr. (7.9)
€Jr=0 Jep=0

A seguinte integral ja é conhecida na literatura:

p=m 1 T 9 ok _ o=tk 9gink
/¢0 exp|ikr cos ] sin p dp = o exp|ikr cos @] ) = He 2; = SZ; T, (7.10)
logo o fator de espalhamento atomico fica reduzido a seguinte expressao:
=, . sinkr
f= r*p(r) dr. (7.11)
r=0 kr

Esta expressao é correta quando a distribuicao de carga é esfericamente simétrica, e a
energia dos raios-X nao ¢é préxima da energia da borda de absor¢ao do atomo. Vamos de-

duzir o fator de espalhamento atomico para o &tomo mais simples, o &tomo de hidrogénio.
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De acordo com a mecanica Quantica, a fungao de onda para o atomo de hidrogénio, que

satisfaz a equacao de Schrodinger, é dada por:

1
Uy = ———e /5, (7.12)

Vrad
Esta ¢ a solucao exata para o atomo de hidrogénio, que tem um elétron que se move
esfericamente simétrico em torno do seu nicleo, onde ag = 0.53A ¢ o raio de Bohr do
hidrogénio. A densidade de probabilidade é calculada em funcao do médulo quadrado da

funcao de onda:

1 —ar/a
Uyl = al 2rfap, (7.13)
Desde que
p(r) =elWyl*, (7.14)
temos que:
=00 p2e72r/08 gin kr 4 [T=
=4 dr = — ~2r/eB gin kr dr. 7.15
fu ﬂ-/r:O — AT = - re sin kr dr (7.15)

A integral acima pode ser resolvida da seguinte forma:

=00 2ab
/m:() xe “sinbrdr = CEE (7.16)

portanto, encontramos o fator de espalhamento atomico para o atomo de hidrogénio, dado

por:

fu= ! = ! : (7.17)

T [T

Podemos notar que o fator de espalhamento atomico para o atomo de hidrogénio depende

tnica e exclusivamente de sinf/A = 1/2dp; ou seja, de acordo com a lei de Bragg, o
fator de espalhamento independe do comprimento de onda e é constante para cada plano

de espalhamento.
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8 DISPERSAO ANOMALA

Nos capitulos anteriores nao aplicamos raios-x com freqiiéncias proximas a
freqiiéncia eletronica do elétron do dtomo. Nesta secao vamos estudar o caso onde as

forcas de ligacao sao levadas em consideracao. Se introduzirmos uma forca de ligagao do

, . dzx ; ~ .
elétron, —mw?a:j, e um termo de amortecimento, —kz-%, a equacao de movimento do

j-ésimo elétron de massa m, e carga e, sob a acao de um campo elétrico alternado E,e™e?
da onda incidente, torna-se:

2

d“x;

dt?

dx; g
+ _kj% + w]zxj = —%Eo expliw,t — 2miS, - 7], (8.1)

, n . . C , dx;
onde w; ¢é a freqiéncia natural de vibracao do j-ésimo elétron, —kj% é termo de amorte-

cimento, resultado de emissao da radiacao pelas vibragoes da particula. A solucao dessa

equagao diferencial tem a forma:

e 1 . & -
z(t) = — %2 — ik E, expliwt — 2miS, - 7). (8.2)

A polarizabilidade de cada dipolo é dada pela carga multiplicada pelo deslocamento:
a(t) = ex(t). (8.3)

A susceptibilidade elétrica de N dipolos nao-acoplados, com w; = w,, k; = 7, ¢ definida

por:
Nex(t Ne? 1
Xe = ; ( ) = . D) 3 ; . (84)
E, expliwt — 2miS, - 7] m w; —w?+ 1w

Agora, escrevamos a susceptibilidade com partes real e imaginaria:

. s Neé? w2 — w? , Yw (5.5)
e = Xe — WXe = —1 . .
Xe = Xe 71X m \ (2 — w22+ 722 (2 — w?)? f A2

Para w = w, a parte real vai para zero e a parte imaginaria, como mostrado na Fig. 10,
tem o seu valor maximo; logo, ocorre a chamada ressonancia de absorcao. A parte real
da susceptibilidade é fortemente dependente da freqiiéncia de ressonancia, e préxima a
esta freqiiencia ocorre mudanga em seu sinal. Este é o fenomeno de dispersao anomala.
O campo elétrico produzido pelo dipolo oscilante a uma distancia R tem a sua magnitude
dada por:

w? w? w?e’k, 1

mc2R w? — w? + iyw

et (8.6)
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Figura 10 — Susceptibilidade elétrica complexa préoxima da freqiiéncia de ressonancia.

x e ‘x'ue

Fonte: Elaborado pelo autor.

A expressao da amplitude de espalhamento para um elétron livre (v = 0 e w, = 0) é dada

pela seguinte forma:
w2e?E, .
E'(t) = i giwt (8.7)

— w2

Logo, o fator de espalhamento para um elétron fica entao sendo definido por:

E(t)(eletronligado —w? w?
£ = (t)( gado) _ _ 5.8)

E'(t)(eletronlivre) w2 —w?+iyw w? —w?—iyw

O sinal negativo indica que a onda espalhada pelo elétron livre tem uma fase oposta da
onda incidente. Separando a parte imaginaria da parte real do fator de espalhamento
atomico, temos que:

w?(w? — w?) , yw?
i :
(@ — 22 11202 (W — 2)2 + 22

fo=Fo4ifl = (8.9)

Nota-se, a partir desta ultima equacao, que o termo imaginario é sempre po-
sitivo, enquanto que o termo real torna-se negativo, quando w < w, e positivo quando
w > w,. Entao, para energias associadas com freqiiéncias maiores que a freqiiéncia natu-
ral de absorgao, o espalhamento estd sempre fora de fase em relacao ao feixe de radiagao
incidente. De fato, quando w > w,, f, tende ao valor unitario, enquanto f, vai para
zero (isto é notado desde que v < w, tal que o termo imaginério pode ser desprezado,
exceto quando w = w,). Isto significa que, quando a radiagao incidente tem energia alta,
os elétrons espalham de acordo com o Modelo de Thomson. Quando w < w,, entao fé
torna-se negativo, com a magnitude proporcional a w?/w?, e o 4tomo espalha em fase com
a radiacao incidente. Esta é a base do espalhamento anomalo para freqiiéncia préxima a
freqiiéncia natural, onde nao somente a magnitude do fator de espalhamento muda, mas
a fase também. A parte imaginaria ainda pode ser desprezada, exceto préximo de w,.
Fisicamente, o termo imaginario corresponde a ejecao de um elétron mais interno, tal que

o seu valor ¢ nulo para energias muito baixas para a retirada de um elétron ligado, que é



o caso onde w < w,, e tem magnitude diferente de zero para w > w,.
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9 DIFRAGAO DE RAIOS-X POR CRISTAIS IDEAIS (TEORIA
CINEMATICA)

Vamos, primeiramente, representar a posicao de qualquer atomo no cristal

(Fig. 11) por um vetor que tenha uma origem em comum por R"m

Figura 11 — Caminho percorrido pelos feixes da onda incidente e espalhado.

Fonte: Modificada pelo autor [I].

onde myd + msyb + msc define o vetor de origem na m-ésima cela de dimensoes mqmoms
e 7, é o vetor de origem no n-ésimo atomo dentro da cela unitdria. Suponha que o feixe
de raios-X monocromatico incidente tenha um comprimento de onda A, e a forma de uma
onda plana na origem do cristal. Esta onda atinge o atomo, tocando no final do vetor

ﬁ;@, que se desloca de x1, tal que o valor do campo elétrico neste ponto é:

fc 1
E, = E,exp [27m (Xt — Xml)} , (9.2)

onde E, é a amplitude do campo elétrico do feixe incidente. O atomo espalha o campo
incidente na direcao do vetor S , de tal modo que o seu valor, quando atinge o ponto P, a

uma distancia x, do atomo que esta sendo considerado, é:

E, : 1
E, = fn@chzR exp |:27TZ (%t — X(xl + $2)):| : (9.3)
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onde 1, x5 € x1 + T2 podem ser obtidos geometricamente:

I = R»;Lﬁb go
2y = |R|—R" - S (9.4)

m+ @y = R - Ry, - (5 - 5,),

logo o campo elétrico no ponto P é dado por:

E, Te, 1/ = o -
E, = f.c? ) OXP lZm lxt Y <|R| — R -(S— SO)>H . (9.5)

Esta é a expressao para o campo elétrico espalhado por cada atomo. De acordo com a
definicao de R}, devemos fazer a soma sobre todos os dtomos n e entao adiciona-los a

todas as contribuicoes da cela no cristal pela soma sobre my, mo e ms da seguinte forma:

_ 2
E,=c¢
n  mi me ms

(9.6)

O fator de estrutura para somente uma cela unitaria é definido por:

F = an exp [2m'(5_—)\80) : Fn] : (9.7)

n

Reagrupando os termos, obtemos:

E, 27mi(ct — R)
E, = e chRFeXp [ 3 ]
i L
X Zexp %Zml&’- (S — SO)}
m1 o
i - o
x> exp %mb (S - o)] (9.8)
(278 _ = =
X Zexp ngc (S — SO):|
ms -

De acordo com o modelo de cristal, o nimero total de cela unitaria é dado por:
M = M1 X M2 X Mg. (99)

Cada soma pode ser escrita em termos de uma série geométrica:

M-1
E ar™ =a+ar+ar’+ ... +ar™l =

m=0

ar™ — ¢
r—1 "~

(9.10)

O R LR |
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usando esta expressao, obtemos o campo elétrico no ponto P:

E 2mi(ct — R)
— 2 o
E,=c¢ mc2RFeXp [ 3 ]
exp [%M@ (S — S‘;)] -1
>< .

(9.11)

Como a intensidade em P é proporcional ao quadrado da amplitude do campo elétrico,

¢ |z 12(14+cos*20) ¢ = =, (1+cos?20)
Ip = — ~————~=—FEp-Ef}———= 9.12
T 2 sm TP ’ (9.12)
e
ezMa: 1 y e—iMac 1 B eiMx 1 e—zM“ e—iMac 1 ez%
elx 1 e—ir 1 - eir — 1 671% e—ir _ 1 ez%
e’ — e e’ — i sin*Mx /2
Y T I T (9.13)
e~ i3 — el e i3 — g7l SZTLQSC/Q
temos que:
sin?™(S — S.)) - Mya  sin®=(S — S,) - Mob  sin?=(S — S,) - Msé
Ip=I.F? i - Z = x i - Z 2 X i S Z = (9.14)
sin?3(S —S,) - d 5in?5(S — S,) - b sin?%(S —S,) - ¢
onde I, é a intensidade espalhada por um tnico elétron. A funcao “”ZLZ—Q? é zero em

qualquer ponto, exceto para x = qm, onde q é qualquer inteiro incluindo o zero, e seu

valor maximo é M?. Logo a intensidade é dada por:

Ip = I.F*M?, (9.15)

onde M é o numero méximo e total de celas unitérias no cristal:

M? = M2MZM?. (9.16)

Podemos, entao, notar que a intensidade que atinge o ponto P é proporcional ao quadrado
do numero total de celas unitarias no cristal, e ao quadrado da magnitude do fator de
estrutura. A intensidade do feixe difratado pode ser usada para determinar a magnitude

do fator de estrutura, que depende do arranjo atomico dentro da cela unitaria.
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10FATOR DE ESTRUTURA CRISTALINO

5-S,
A

Quando as trés equacoes de Laue sao satisfeitas, o vetor ( ) coincide com

o vetor da rede reciproca Hpy. Logo, podemos escrever o fator de estrutura como:

F = Xn:fnea:p [2m’ (S ;\So) ,fn] = zn:fnexp [27Tiﬁhkz . fn] _ (10.1)

O vetor 7, do n-ésimo atomo dentro da cela unitéaria é definido por

— —

onde x,, y, € 2, sao as coordenadas fraciondarias da origem da cela unitaria, e @, b e ¢ sao

os eixos cristalinos. Sabemos, ainda, que o vetor da rede reciproca é definido por

Hygq = hby + kby + 1bs. (10.3)
Logo,
N
Fhkl = Z fnexp[Zﬂ-Z(Inh + ynk + an>]7 (104)

Esta expressao mostra que a magnitude depende somente da disposicao re-
lativa dos N atomos na cela unitaria, e de seus respectivos fatores de espalhamento f,.
Por exemplo, para um cristal que contenha N=4 atomos, podemos representar o fator de
estrutura no plano complexo e notar que o fator de estrutura é normalmente uma quanti-
dade complexa tendo uma magnitude e um angulo de fase. Como a intensidade difratada
¢é proporcional a F'? = FF*, experimentalmente é possivel determinar a amplitude F do

fator de estrutura, mas nao a fase.
10.1 Cela de Base Centrada

Figura 12 — Cela de Base Centrada

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dois d4tomos do mesmo tipo, com as respectivas celas unitarias localizadas em



30
000e1/21/20.

Fia =Y faeap2mi(ah + yok + zal)] = fE70 + femi(345) = f(14 em00). (10.5)

Se h e k sao ambos pares ou ambos impares, ou seja, indices nao "misturados”, entao a

mi(h+k)

soma h+k, é sempre par; logo, e tem valor 1.

F = 2f para h e k nao misturados.

Se h e k sao pares ou impares, i.e., misturados, a soma h+k é sempre impar e

e™ k) tem valor -1. Assim,

F =0 para h e k misturados.

Note que o valor do indice 1 nao tem efeito sobre o fator de estrutura. Por
exemplo, para as reflexoes 111, 112, 113 e 021, 022, 023 ocorre o mesmo valor de F, igual
a 2f. No entanto, para reflexdes em 011, 012, 013 e 101, 102 e 103, o fator de estrutura é

igual a zero.

10.2 Cela Simples

Figura 13 — Cela Simples.

Fonte: Elaborado pelo autor.

F = Z frexp[2mi(zuh + ynk + 2,1)] = f*™°0 = f. (10.6)

Aqui, F é independente de h, k e 1, e é 0 mesmo para todas as reflexoes.
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Figura 14 — Cela de Corpo Centrado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

10.3 Cela de Corpo Centrado
Esta cela tem dois dtomos do mesmo tipo localizados em 0 0 0 e 1/2 1/2 1/2.

Fur = Y faeap2mi(aah-tynk+2,0)] = fe*m04 fermBHE8) = f(14emH4D) - (10.7)

n

F = 2f para (h+k+1) = par
F =0 para (h+k+1) = fmpar

Podemos concluir, a partir de consideragoes geométricas, que a cela de base
centrada produziria uma reflexao 001, o que nao ocorreria a uma cela de corpo centrado.

Este resultado esta de acordo com o fator de estrutura dessas duas celas.

10.4 Cela de Face Centrada

Figura 15 — Cela de Face Centrada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos tomar 4 dtomos do mesmo tipo, localizados, respectivamente, em 0 0
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0,1/21/20,1/201/2¢01/21/2.
Fyp = Z frexp2mi(x,h + yuk + 2,1)]
_ perni . peami(bh) 4 o5 | pen(seh) (105)
— f(l +€ni(h+k+l) +6m’(h+l) _|_e7ri(k:+l))'

Se h, k e 1 sdo indices ndo misturados, entao todas as trés somas, (h+k), (h+1)

e (k—+1), sdo pares e cada termo terd um valor 1 de tal forma que:
F = 4f para indices nao misturados.

Se h, k e 1 sao misturados, a soma de todas as trés exponenciais vale -1; ou,
entao, dois dos indices sao impares ou dois sao pares. Suponhamos, por exemplo, 012, h

e 1 sao pares e k é impar; logo,
F=f(1-141-1)=0 para indices misturados.

Portanto, ocorrerao reflexdes para planos tais como (111), (200) e (220), mas
nao para os planos (100), (210), (112), etc. Estes exemplos mostram que o fator de es-

trutura é independente da forma e tamanho da cela unitaria.

Vamos ilustrar o exemplo de um cristal que apresenta dois dtomos diferentes
na cela unitaria, que é o caso do cristal de NaCl. Este cristal tem a rede ctbica com 4

Na e 4 CI, por cela unitaria, com suas respectivas localiza¢oes dadas abaixo:

Neste caso, o fator de espalhamento para cada atomo deve ser inserido na

equacao do fator de estrutura.

= fva (1+ emilhtk) 4 omi(htl) | em'(k—l-l)) (109)
+ for (7R il g ek i)

= frna (1+ emilhtk) | omi(htl) 4 em’(k—i—l))

+ fere™ PR (1 e miTR) o gmmithtl) y pmmilktD))
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Como e"™ = ¢~ para qualquer n inteiro, temos que:
F = (fNa + fCleﬂi(h+k+l)) (1 + eﬂi(h+k) + e71'@'(h+l) + eﬂi(k+l)) ) (1010)

Podemos, assim, notar que os termos que correspondem a translagao de face
centrada aparece no segundo fator, com o seu valor igual a zero para indices misturados,
e igual a 4 para indices nao misturados. Isto mostra que o NaCl tém a rede de face

centrada, e que:
F = 0 para indices misturados.
Para indices nao misturados:
F =4(fya+ foe™ ") = 4(fng + fer) para h+k+1 = par,
F =4(fya — fc1) para h+k+] = impar.

Neste caso, ha mais que 4 atomos por cela unitaria, mas a rede cibica é de
face centrada. A introducao de atomos adicionais nao elimina qualquer reflexao presente
no caso da cela de 4 4tomos, mas isto decrescera algumas reflexdes na intensidade. Por
exemplo, a reflexao 111 que envolve a diferenca, e nao a soma, da poténcia espalhada dos

dois atomos.
10.5 Cela Hexagonal close-packed

Outro exemplo do cédlculo do fator de estrutura é dado abaixo. A cela hexa-

gonal close-packed tem 2 dtomos de mesmo tipo localizados, respectivamente, em 0 0 0 e

1/32/31/2.
Fhkl = Z fn€$p[27l'l(l'nh + ynk —+ an)]
— f [e2ﬂi0 +€27ri(%+%+é)i| (1011)

Escrevendo a forma % + % =g

F = f(1+e*™9). (10.12)
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Desde que g pode ter valores fraciondrios, tais como 1/3, 2/3, 5/3, etc, esta expressao é

complexa. Multiplicando-a pelo complexo conjugado, obtemos:

F? = f2 [1 4 €279 [1 4 ¢~2i]
=224 €™ + ™) = f?[2+ 2cos(2mg)]  (10.13)

= f?[24 2 (2cos*(mg) — 1)] = 4f*cos*mg = 4f*cos” [W (@ + é)] .

onde F? = 0, se (h + 2k) ¢ um multiplo de 3 e 1 é {mpar.

As reflex6es que nao sao encontradas sao 111, 113, 221, 223, que na estrutura
hexagonal é reconhecida como sendo close-packed. Nem todas as reflexoes presentes tém
o mesmo fator de estrutura. Por exemplo, se (h + 2k) é um multiplo de 3 e 1 é par, entao

% + % = n, onde n é um inteiro,

cosnm = *£1,
cos*nm = 1.
Logo, temos que
F? = 4f2. (10.14)

Quando todos os indices hkl sao considerados, o resultado pode ser listado

conforme a Tabela 1 abaixo:

Tabela 1 — Extincao para uma cela hexagonal close-packed.

h+2k |1 F?
3n impar | 0
3n par 4f2

3n £ 1 | {mpar | 3f2
3n=+1 | par f2

Fonte: Elaborada pelo autor.

10.6 Fator de estrutura para o cristal de GaAs

Tabela 2 — Coordenadas do Ga e As.

11 Inl 11
Ag [ IIT 7831 3131153
444 444 444 444

Fonte: Elaborada pelo autor.
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= fGa [eQWiO + 627ri(% g) + 627r1<%+é> 4 627ri(§+%):|
b o [ermiiH) o @mCated) L (i) g am(hbe D))

= faa (1 + e™FR) 4 emilhtl) 4 em(k+l))

(h+k+l) g (Bht3k4D) - (3h4k+31) . (h+3k+31)
(€7T’L 3 + €7Tl p) 67” I >

e (10.15)
= fea (1 + 67”("*'“) 4 emih D) | em(k+l))
+ fAs (h+k+l> (1 +e wi(h+k) + eﬂ'i(h—l-l) + ewi(k-}-l))

(fGa + fas€” M) (1 ™tk o emithtl) 4 emilktD))

Para casos onde h k] sejam indices pares e a soma seja multiplo impar de 2, o fator de

estrutura torna-se:

F=4(fca — fas), (10.16)

e para casos onde a soma seja multiplo par de 2,

=4 (fea + fas) - (10.17)

Para os casos onde h,k,]l sao indices impares:

F=4(fcaEifas), (10.18)

e para os casos onde h.,k,0, onde h,k sejam pares,

=4 (fGa + fAs) . (1019)

Tomemos, por exemplo, o cristal de diamante, que tem a rede cibica de face
centrada, mas contém 8 carbonos por cela unitaria. Todas as reflexdes que tenham indices
pares, tais como, 200, 222, 420, etc, sao chamadas de reflexoes proibidas por apresentarem

intensidades teéricas nulas (por exemplo: o cristal de Si).
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1ILARGURAS DE PICOS DE DIFRACAO

Quando as trés equacoes de Laue sao satisfeitas, podemos afirmar que a se-
guinte relagao é vélida:
S — S, = A\ (11.1)

De acordo com a equacao:

S, sin
= = X

(S
n2%(S — So) sin

Ip = 1,72 52 . (11.2)

a intensidade cai rapidamente para zero quando a equacao acima é violada. Para estimar

Figura 16 — Geometria de espalhamento para dois vetores de ondas espalhados S e S’
deslocados de AS

Fonte: Modificada pelo autor [1].

o intervalo onde a intensidade ainda possui uma magnitude apreciavel, vamos desviar
ligeiramente a direcao do feixe difratado de 26, por um pequeno angulo € como ilustra a
Fig. 16. As novas direcoes do feixe difratado podem ser representadas pelo vetor unitario

S , enquanto o vetor diferenca é deslocado de AS , tal que

S — 8, =8~ 5,4 NAS = A\ + AS. (11.3)

P L (G x 1 x o So)  Ms¢ (11.4)
P sin §(§'—§O) a sin §(§/—§0)5 sin }(ﬁ/—go)-cﬂ ’ .

os termos do seno nos trés quocientes toma a seguinte forma:

T T MG = sin? TAS. Ma
sin )\(S S,) - Myd@ = sin® 3 ()\0+AS> Mia = sin <7TM1h+)\AS M1a> (11.5)
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onde o termo a direita da equagao pode ser expandido de acordo com a seguinte relacao

trigonométrica:
sin(A + B) = sinA cosB + sinB cosA (11.6)
o que resultara em
. 9 ™ = iR .o (T = N
sin <7rM1h + XAS . M1a> = sin <XAS . M1a> , (11.7)

visto que sintMih = 0, desde de que M e h sao ntimeros inteiros, e cosmtM;h = +1 pela

mesma razao. Com isto é possivel reescrever a intensidade Ip como

sin? <§A§ Mﬁz) sin? <§A§ Mgg) sin? <§A§ M35)

Ip =I.F? — X ——— — (11.8)
sin? (%AS : c?) sin? (%AS . b) sin? <§AS : 5)
Podemos, ainda, usar a aproximacao:
. le
Y (11.9)
SiN?5x
onde
2 -
v =784, (11.10)

A

deduzindo o valor méximo da seguinte expressao (para € muito pequeno):

—

AS - i@ = |AS]|3|cos0° = Hﬁ - ‘5— 3,

J o=
20
{25@% (%) — 25m6] a= [281’719 cos% + 25in§cos€ - 25m6] a=eacosd, (11.11)

onde:

= 2sind, (11.12)

podem ser extraidas diretamente da esfera de Ewald. Assim, a expressao geral da inten-
sidade torna-se

1 [4n?
Ip =2 I.F*M?exp {—4— ()\—7;62 00329) (M’fa2 + MZb* + M3202)
s

> [ F2\2 e e DR e0s™, (11.13)

onde M = M; My Mj é o ntimero total de celas, e D = (M2a? + M2b* + M2c?)'%¢ o valor

médio da dimensao da diagonal no cristal.
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Conforme ja notamos, a intensidade Ip tem o seu valor maximo em € = 0; ou
seja,
(‘[P)maa:. = (]P)e:O - ]eF2M2~ (1114)

A medida da largura de um pico de difracdo no ponto onde a intensidade cai para a
metade de seu valor maximo, mostrado na Fig. 13, é chamada de half-mazimum width,
ou simplesmente de half width €, /5. Calculando a relagao da intensidade nos pontos onde
€ = €172 ¢ € = 0, podemos obter uma relacao entre a largura a meia altura e o tamanho

de particula D,
([P)6261/2 1 ™

_ 1~ 2 P2 2
T 5 Fewp | =33 €1 /o D cos™0 (11.15)

Figura 17 — Largura a meia altura de um pico de difracao.

i
28

Fonte: Modificada pelo autor [I].

Logo, a largura a meia altura é dada por

m2\'"? A 1A
= — >~ 11.16
€1/ ( T ) Dcosf 2D cost ( )

Mesmo que isto seja somente uma estimativa da real largura a meia altura do pico de
difracao, claramente pode ser mostrado que os picos sao muitos finos para valores razoa-

velmente grandes do diametro D.
11.1 Efeito da Temperatura

Os efeitos induzidos termicamente pelas vibragoes dos atomos produzem mu-
dancas na difracao de raios-X, e isto foi inicialmente analisado por Debye em 1913. Neste
estudo, ele assume que cada atomo oscila numa posi¢ao média no cristal, como um oscila-
dor harmonico, e que cada um pode vibrar independentemente de todos os outros. Uma

forma mais simples desta teoria, que é extraida da teoria original de Debye, é apresentada
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nesta secao. Consideremos uma estrutura ctbica que consiste de um atomo por ponto da
rede de uma rede cubica primitiva. O vetor para qualquer atomo neste cristal é entao,

simplesmente, o vetor para o ponto da rede my, msq, ms,
ﬁm = mldl -+ m262 + mgc_ig s (1117)

onde as trés bordas da cela tem todas o mesmo comprimento a. Vamos supor que o
deslocamento instantaneo de um atomo deste ponto da rede, devido a agitacao térmica,

é denotado por Am. Entao, a sua nova posicao no cristal é dada por:

— 5

R, = mady + mady + msds + Aty = Ry, + A (11.18)

As intensidades dos raios-X espalhadas por tais estruturas, expressada em unidades de

elétrons, sao dadas por:
(S-5,\ . (S-5,\ -,
I = ;fmea:p [2#2 < 3 ) -R,, ;fnexp [27?@ ( 3 ) - R,

onde m e n sao indices que representam os varios indices triplos dos pontos da rede

(11.19)

cristalina. Desde que esta estrutura simples contém somente um tipo de atomo, f,, = f,,

podemos, entao, simplificar:
— 2 2 ) < * < ' R ) . 1 1-20
! ZZJ e Y R, — R, ( )

Substituindo Fi;n e ﬁ;l, logo apos a agitacao térmica, obtemos que

I= ZZ]de:cp 277@'@ : (]%m - En> .exp 2m’(§_—)\§0) (Am — AR)

(11.21)
Notemos que nenhuma suposicao tem sido feito até entdo com relacao a natureza ou
causa do deslocamento atémico. E conveniente relacionar o deslocamento instantaneo das
vibracoes atomicas com o vetor difracao <§ — §0>, notando que o angulo ¢ é formado

com o vetor deslocamento Am. De acordo com o produto escalar da equagao acima:

—

<§—5’0)-Am: §-3,

| A [cosp = 2sinb uyy, (11.22)

onde u,, = |Amni|cosp é a projegdo do deslocamento do m-ésimo dtomo na diregdo do

vetor difragao (Fig. 18). Usando a seguinte expressao
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Figura 18 — Projecao do vetor deslocamento ao longo do vetor da rede reciproca.

Fonte: Modificada pelo autor [I].

k= 47“;2”9 , (11.23)

a intensidade pode ser escrita como:

1=3"%" fewp 2wi@ : (Em - §n> gik(um=un) (11.24)

m
onde u,, e u, sao os deslocamentos instantaneos projetados dos atomos m e n respec-
tivamente. Note que estes deslocamentos sao medidos ao longo da direcao normal aos
planos refletores, porque os deslocamentos paralelos nao afetam a coeréncia da fase para

o espalhamento de raios-X por sucessivos planos paralelos.

A primeira parte da equacao independe do tempo, enquanto o ultimo termo
muda porque o deslocamento individual muda com o tempo. As intensidades medidas
sao feitas sobre um longo intervalo de tempo comparado com as oscilagoes induzidas pela
temperatura, tal que isto somente tem significado se falarmos do tempo médio destes

termos.

Tomando n = k(u, — u,), poderemos escrever o ultimo termo da equagao

acima como:
S = 3 -
eth(um=un) — i — 1—1—1'77—77——2'77——1—... = 1—%

11.25
5 % +o (11.25)

desde que a média sobre as poténcias impares tende a zero. Note que sobrarao somente

A - o ~ _1,2
termos de poténcias pares na equacao, que constitui a expansao de e~ 2"". Logo,

R Y 1 o 1
e~ hlum=un) — ooy [—§k2(um - un)Q} = exp |:—§/€2(U%1 +u2 — 2umun)}

— exp [—18 (P—mﬂ . (11.26)
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desde que os atomos nos pontos da rede denotados por m e n sao equivalentes, e tem
o mesmo deslocamento quadrado médio u?(u2, = u2). Logo, a expressdo geral para a

intensidade difratada torna-se

I= Z Z fexp 2%@@ . (ﬁm — ﬁn> e_kz("?_m), (11.27)

m

Introduzindo a seguinte notacao

e—kQF — o 2M
T _ {4 <€k2m _ 1> , (11.28)

a expressao da intensidade é dada por

+ZZera:p QWiM . (]%m - §n> <€k2m — 1) , (11.29)

O primeiro termo dessa expressao representa a reflexao cristalina fixa, reduzindo a inten-

2M

sidade pelo fator e™*", conhecido como fator de Debye.

A partir da equacao

—. sin*0 sin*0
2M = (167°u%) —5= = B—5—, (11.30)

pode-se demonstrar que a queda da intensidade torna-se mais pronunciada para altas

sinf

temperaturas, onde u? ¢ grande, e para reflexoes a altos valores do *§

O segundo termo representa a contribuicao difusa, e é chamado de espalha-

mento difuso térmico (TDS).

O efeito do aumento de B sobre f é descrito, entao, por

2
sin

f = foexp |:—BW:| (1131)

A figura mostra o efeito do movimento térmico sobre o fator de espalhamento

para varios valores de B. Se ao redor do atomo encontrarmos uma simetria cibica, o

fator de temperatura B é o mesmo para todas direcoes de vibracao de um atomo, e, por-
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tanto, é chamado de fator de temperatura isotrépica. Para um movimento propriamente
anisotropico de um &atomo, seis termos do tensor de segundo-rank sao necessarios para

transformar o movimento dentro do sistema de coordenadas cristalograficas.

Note que o termo S’f; 9 pode ser escrito simplesmente como
2 2
sin“d H

onde H? pode ser escrito em termos de seus componentes vetoriais. B pode ser escrito
por seis termos anisotrépicos B;;.

f - foexp [_BHTQ]

1 / / !/
= f.exp {_Z (anﬁa*? + Byok®b™® + Bssl?c™® + 2B ,hka*b* + 2B 3hla*c* + 2823klb*c*)}

Biz = Biacosy”
Bl = Biscos(* (11.33)

/
B, = Bagcosa’™

A outra forma de expressar a equagao acima é pela troca dos Bj;s pelas componentes da

amplitude média quadrada da vibracao:

f = foeap [-21% (Un1h?a*? + Usk®b*? + Ussl®c™ + 2Uiohka™b* + 2Ushla*c™ + 2Usskib*c*) ]
(11.34)

11.2 Poténcia Refletida Integrada

A largura finita do feixe difratado é tratada como um sério problema na tenta-
tiva de medir a magnitude do fator de estrutura diretamente da intensidade maxima. A
largura do pico de difragao é da ordem de segundos de arco em cristais ideais; uma fenda
bem estreita seria necessdria para transmitir somente a intensidade (Ip)maz, que é dada
na equagao (75), desde que as trés equagoes de Laue sejam satisfeitas. O problema expe-
rimental é demais complicado na pratica, visto que o feixe incidente esta desviado de S,.
Além disso, o cristal real normalmente contém imperfeicoes e, consequentemente, dtomos
em diferentes partes do cristal tornam-se ligeiramente deslocados da rede idealmente per-
feita. Estas imperfeicoes podem ocasionar efeitos de envergamento, desvio angular nos
planos refletores, tal que os planos individuais nao se encontrem perfeitamente paralelos

em todo o cristal. Para desviar destas dificuldades, mede-se a energia total difratada pelo
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cristal durante algum intervalo de tempo. Serda mostrado mais adiante que esta quan-
tidade pode ser teoricamente obtida a partir da integracao da intensidade difratada em
um intervalo do desvio angular, em torno do angulo de Bragg, incluindo toda a regiao
proxima da rede reciproca, onde a intensidade tem valores diferentes de zero. Por esta

razao, esta é chamada de intensidade integrada.

Um simples arranjo experimental consiste em medir a intensidade integrada
utilizando um feixe paralelo monocromatico. O cristal é ligeiramente girado, com uma
velocidade angular w, como mostrado na Fig. 15, sobre uma linha que ¢é paralela aos
planos refletores e perpendiculares aos planos contendo os feixes incidente e difratado.
Durante esta rotacao, a intensidade do feixe difratado atinge continuamente o detetor,

que se encontra aberto o suficiente para interceptar todo o feixe difratado.

Os planos refletores do cristal sao conjuntos paralelos de eixos em coordenadas
cartesianas X e Y. O vetor S representa a direcao do feixe difratado. Ambos, Se §O,
tocam o plano XZ. A superficie do detetor é normal ao vetor S , e distante R da origem
do cristal O. A direcao paralela a Y sobre a superficie do detetor é Y’, enquanto a terceira
direcao de coordenada, perpendicular a Se Y’, é 7. Ao invés de girar o cristal com uma
velocidade angular em torno do eixo Y, fazemos com que a dire¢ao do feixe incidente S,

~ . ~ ]
se mova no plano XZ por um angulo a para uma nova direcao do vetor .S,.

Finalmente, levamos em conta o nao paralelismo do feixe incidente (5; nao
tocando no plano XZ) e o possivel ndao paralelismo nos planos refletores; o feixe difratado
estd deslocado do plano XZ para uma direcdo marcada pelo vetor unitario S'. Este
deslocamento pode ser tracado sobre o detector, em termos dos angulos 5 e v ao longo
das direcoes mutuamente ortogonais indicadas a direita da Fig. 15.

Definindo que a intensidade é a medida da energia que atravessa uma area por
unidade de tempo, é possivel calcular a energia total que passa pelo detector em Y’Z’,
desde que seja integrada a intensidade na superficie, com o tempo e sobre toda a drea da
superficie do detector. A intensidade integrada de um conjunto de planos (hkl), é dada

por

Ihkl—//fpdtdA. (11.35)

O tempo é tomado pelo vetor incidente 57;, que se move de a até a + da; ou seja,

d
dt = 22, (11.36)

w
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Figura 19 — Conjuntos de planos (hkl) paralelos aos eixos cartesianos X e Y.

z
o
Y
J§b-§::' ; Y
1 s ¥ -
o §° Lo o
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0 N
[hklj7/ a X
R

w

Fonte: Modificada pelo autor [I].

onde w ¢é a velocidade angular da amostra em torno do eixo Y. O elemento de area dA
sobre a superficie do detetor pode ser expressado em termos do deslocamento S’ durante
este tempo:

dA = dY'dZ = R*dfBda . (11.37)

Logo, a partir de dt e dA dados acima, temos que

R2
Ihkl:///lpjdadﬁd’y. (11.38)

Durante o intervalo de tempo dt, o vetor S— 5; ¢é deslocado por uma quantidade

AS como mostra a Fig. 20, tal que

— —)

§ -3 = (§—§) + A5 = dopw + A5 (11.39)

o

— — — — — — —

Figura 20 — Relagoes geométricas entre os vetores S-S, 5§ — S, AS, ASg, AS, e S — S.

Z,
ZI

. '§"5'§?

AS e
AS, L Y
2 £ /58 2 d o
da S-S, ASg

B a 98 @

Fonte: Modificada pelo autor [I].
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Logo, a partir da expressao da intensidade, chegamos a seguinte expressao:

sin? (§A§ Mﬁ) sin? <§A§ M25> sin? <§A§ M35)
Ip=1F" - X —— X —
s1n? (%AS . EL’) sin? <§AS . b) sin? (%AS . 5)

O deslocamento AS é um vetor no espaco reciproco, tal que podemos expressa-

lo em termos dos trés eixos da rede reciproca (bl, bs, bg)l

Ag = (plgl —|—p262 +p553) s (1140)

onde os trés coeficientes pi, pa e p3 sao nao especificados, exceto que eles sao vetores
pequenos, desde que os desvios dos vetores S e S, sejam muitos pequenos. Substituindo

AS nas expressoes que contém termos em seno, obtemos que

sin? (gﬁg Mﬁ) — sin? [%)\ (plgl +p252 +p353) . Mlc_i] = sin? (mp1M,)  (11.41)

devido a ortogonalidade entre os eixos cristalinos com os eixos da rede reciproca. Podemos
notar que o deslocamento de 50 durante o tempo dt é Ag’a, enquanto que o deslocamento
de S pode ser melhor descrito pelos pequenos vetores Agg e Agv, ao longo das duas

diregoes mutuamente ortogonais, e tocando a superficie do detector tal que
S —S§=AS;+AS, (11.42)

As magnitudes desses trés vetores sao claramente dados por:

—

‘Aﬁa — 13| da = da
‘A@‘ - }5’ df = dg (11.43)
‘A@ - ’ﬁ‘dfy:dfy,

desde que |S| = 1.

O vetor deslocamento é dado por:

NS = (5 - §> - (57— 5) — (§ - 5) - (j; - §> = ASs+ AS, — AS,. (11.44)

sin20
(11.45)

conforme pode ser visto transportando o eixo X e Y num eixo comum no centro de

AV = AS, x AS, - ASs = ‘Aﬁa

£3| |08,

sin(m —20) = ‘Aga

£3| |08,

coordenada X’ e Y’, conforme é mostrado na Fig. 21. Pela substituicao dessas trés
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Figura 21 — Relagao angular entre os trés vetores: Agg, AS@ e AS,.

Fonte: Modificada pelo autor [I].

magnitudes, o elemento de volume é dado por:
AV = sin(20)dadS dy. (11.46)

Esta relagao mostra que uma pequena mudanca angular, do, df e dvy, tem o efeito de
causar uma reversao do ponto terminal do vetor deslocamento para o elemento de volume
AV no espaco reciproco. Fazendo uso do vetor deslocamento representado no espaco
reciproco, é possivel expressar o movimento AS em termos das pequenas mudancas nos

trés coeficientes dpy, dps e dps:
AV = ()\dplgl X Adp252) Adpsbs = Ndp; dpadps (51 X 52) by = NV dpidpadps, (11.47)

igualando o elemento de volume na cela unitdria,

)\3
sin(20)dadfs dy = Vdpldpgdpg, (11.48)
chegamos a
3
dadf dy = ————dpdpodps. 11.49
adf dy Vsin(20) p1dp2dps ( )

Por substituicao desta na expressao da intensidade integrada, obtemos que

Ing = /// p—dadﬁdfy—

I.R2)\? sin? 7rp1M1 sin? (mpyMy) sin? (mp3 Ms)
dpydpad 11.50
wV sin( 29 /// sin?(mpy) sin?(mps) sin?(mps) prdpadps  ( )
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Como o valor maximo ocorre para p=0, ou entao sin(mp) = mp.

0 gin? (mpy M)
————dpy = M 11.51
|y, — (11.51)
logo,
ILR2\?
Iy = ———— M, M, M, 11.52
W= sin(20) 1Mo M, ( )

multiplicando por V/V e tomando MV = 6V, §V ird corresponder ao volume irradiado

no cristal:
I, e N (1 + cos?26

I
ikl 2sin(260) ) oV w @oV. (11.53)

wm?ct V2
Definindo a poténcia refletida por elemento de volume irradiado como:

et Fz)\_?’ 1 + cos?*20
om2ct V2 \ 2sin(20) )

(11.54)

A quantidade mais usada pode ser chamada de poténcia refletida integrada, que é dada

por:
Inpw

I,

A poténcia refletida integrada sé depende do volume do cristal irradiado e da

thl =

— Q4V. (11.55)

sua poténcia refletida, assumindo que o cristal possua a forma de um paralelepipedo. Uma
omissao verificada na expressao deduzida logo acima é a absorcao sofrida pelo feixe de
raios-X quando este atravessa o cristal. A absorcao nao é mencionada, ou seja, essa ex-
pressao ¢ valida quando a absorgao é desprezivel, na pratica uma condicao que raramente
¢ satisfeita em monocristais. Um modo de minimizar a absor¢ao ¢ diminuindo o tamanho

do cristal.
11.3 Difracao por um agregado policristalino

Suponha que temos um total de N cristalitos distribuidos aleatoriamente em
um agregado, cada um com volume 0V, e que a amostra é ainda suficientemente pequena
tal que a absorcao possa ser desprezada. Calculemos a poténcia refletida integrada para
tal agregado policristalino. Vamos considerar um conjunto de planos (hkl) orientados

aleatoriamente como mostrado na esfera da rede reciproca (Esfera de Ewald). Todos os

T _

planos, com vetor op da rede reciproca, formam um angulo de 7

0 com a direcao
do feixe incidente, satisfazendo a condicao de reflexao. Os pontos terminais deste vetor
tocam ao longo de um circulo, formando uma intersecao da esfera hkl com a esfera de
reflexao, ao longo da curva pontilhada. Para uma pequena divergéncia do feixe, o vetor da
rede reciproca pode satisfazer a condicao de difracao mesmo quando eles desviam de um

pequeno angulo « da orientacao original. A fracao de cristalitos orientados para refletir o
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feixe monocromatico incidente, %, pode ser determinada considerando a fracao do vetor
reciproco entre (/2 —6 —«) e (7/2 — 0+ da) . Isto corresponde a razao da drea do anel
anular pela area total da superficie da esfera da rede reciproca hkl:

Figura 22 — Area superficial do anel contido na area total da superficie da esfera de reflexao
hkl (esfera de Ewald) de raio o.

clda
Gcos(8—a) Kt A

Fonte: Modificada pelo autor [I].

dN  2mocos(f — a)oda 1
W = dro? = 50089d0[, (1156)

onde sin(m/2 — 0 — o) = cos(d — ), considerando o angulo a muito pequeno.

Figura 23 — Intersecao da esfera hkl com a esfera de reflexao (Esfera de Ewald).

feixe difratado

raios-X
incidente

Esfera de Ewald

feixe difratado

Fonte: Modificada pelo autor [I].

Geralmente, cada cristalito pode ter mais que um plano sobre essa esfera, o que

é sempre verdade para planos (hkl) e (hkl). Devemos, portanto, multiplicar pelo niimero
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de tais planos equivalentes, j, chamado de multiplicidade. Entao, o nimero correto de

planos, a partir do que o vetor da rede reciproca toca a regiao (% — (9) do, é

N
dN = ‘770089 dov. (11.57)
Para obter a poténcia total do feixe difratado em todo o cristal, é necessario calcular a

///Ipdadﬁdfy, (11.58)

sobre todas as possiveis orientagoes, apds multiplicar isto pelo nimero (N) de cristais na

integral tripla

posicao para difratar o feixe incidente:

1 1
P= ichose///]pdadﬂdy = §jN003€ (1,Q6V) (11.59)

fazendo N6V =V, volume total da amostra, temos que:
P 1
— =—jQcosO V. (11.60)
I, 2
A poténcia P é a energia difratada, por segundo, pelo agregado policristalino
dentro do cone de difragao. Normalmente, medimos somente uma porcao P’ da poténcia
total. Suponhamos que a superficie do detetor tenha uma fenda de comprimento 1 paralela
a circunferéncia do cone, e usada para medir a energia difratada por segundo ao longo do
cone. Se a distancia da amostra até o detetor é R, entao, a energia detectada por segundo

¢ dada por

P 15QcosOV, 1 jQcos0Vy  jIQV, (11.61)
I, 2 228 5in26 B 2 22825inf cosh ~ 8mRsind’ ‘

O significado completo desta expressao pode ser entendido melhor substituindo

Q, e combinando em termos:

/

P etA\31 Vi F? ( 1+ cos?20 )

I,  16mRm2c * Ty sin(260)sind

(11.62)

O primeiro termo é constante para um experimento particular, o segundo é
caracteristico da amostra, e o terceiro é funcao somente do angulo de reflexao. O nu-
merador do tltimo termo expressa o fator de polarizacao de Thomson, enquanto que o

denominador é chamado de fator de Lorentz para o método de p6. Desde que

1
sin(20)sind
os fatores de polarizagao e Lorentz dependem de #, podemos combiné-los e escrevé-los em

funcao de somente um fator Lp, chamado de fator de Lorentz-polarizacao.
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11.4 Absorcao de raios-X

Quando um feixe de raios-X atinge um absorvedor, alguns processos podem
ocorrer. Por exemplo, consideremos que um feixe monocromaético de radiagao de compri-
mento de onda A, e intensidade I,, seja incidido sobre um absorvedor de espessura t e
densidade p. Uma certa parcela da intensidade da radiagao pode passar pelo absorvedor.

A Intensidade transmitida /() é dada por:

I\ = L(\eap [—Hpt} , (11.63)
0
onde %é o coeficiente de atenuagao massica do absorvedor para o comprimento de onda

Figura 24 — Processos de absor¢ao para Raios-X.

Feixe espalhado iyl J’,J.Femea espalhatas
.l‘ll"k i {Elastico & inelasiica)
i
Feize mcidemte manscrameatico l'l/ Feiwe transmitidoe
Feixe de Raios-X I{&)
lo ()
)

Fonte: Modificada pelo autor [5].

A e densidade p. O valor do coeficiente de atenuagao massica é uma fungao da absorgao
fotoelétrica 7 e do espalhamento o:

K

e f()+ [flo), (11.64)

f(o) contém contribui¢ao do espalhamento coerente e incoerente.

Em geral, 7(absorgao fotoelétrica) é maior que o(espalhamento) de tal forma
que ’/—j ~ f(7). Por esta razao, o coeficiente de atenuagao é geralmente conhecido como

coeficiente de absorcao.

O coeficiente de atenuagao méssica nao depende do estado fisico da matéria (i.e.

sélido, liquido ou géas), depende somente do comprimento de onda da radiacao incidente.
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Tal dependéncia é aproximadamente proporcional ao cubo de A. A relacao empirica

B pzin, (11.65)
0

¢ conhecida como lei de Bragg-Pierce, sendo Z o numero atomico e k uma

constante empirica que é diferente para cada borda de absorcao.

A diferenca entre I e I,, para um comprimento de onda fixo, é dependente da
espessura e do coeficiente de absorcao linear p, na qual é uma constante relacionada com

o material absorvedor.

O coeficiente de absorcao de um determinado material depende dos tipos dos
atomos presentes, da densidade do material, e como o efeito ocorre em cada nivel de
energia atomica, o coeficiente de absorcgao total fotoelétrica 7(total) é determinado pela

soma de cada absorcao individual:
T(total) = 7(K) + 7(L) + 7(M) + ... + 7(n). (11.66)

Quando a amostra é composta por n elementos, o coeficiente de atenuacao

maéssica da amostra pg ¢ dado por:

()5

onde w; é o peso da fracao do elemento i.

Figura 25 — Curva de Absorgao para o Bério
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Fonte: Modificada pelo autor [5].



APENDICE A - TABELA DOS FATORES DE MULTIPLICIDADE DE
PLANOS PARA O METODO DE PO

Tabela 3 — Fator de multiplicidade j para o método de po.

hkl | Cubico | Tetragonal | Hexagonal | Ortorrombico | Monoclinico | Triclinico
h00 4 6 2 2 2
0kO0 6 2 2 2
001 2 2 2 2 2
hhO 4 6 4 2 2
hOh 12 8 12 4 4 2
Ohh 4 4 2
hhh 8 8 12 8 4 2
hkO 8 12 4 2 2
h0l 24 16 12 4 4 2
Okl 12 4 4 2
hhl 8 12 8 4 2
hlh 24 16 24 8 4 2
lhh 8 4 2
hkl 48 16 24 8 4 2
Fonte: Elaborada pelo autor.
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