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RESUMO

A equagao de Scherrer é uma ferramenta amplamente utilizada para determinar o ta-
manho de cristalito em amostras policristalinas. No entanto, nao é inteiramente clara a
confiabilidade de sua aplicagao para cristalitos de tamanhos grandes porque a sua deducao
¢ baseada na teoria cinematica de difracao de raios x. Para cristais grandes e perfeitos,
¢ mais adequado utilizar a teoria dinamica de difracao de raios X. Por causa do apareci-
mento de materiais policristalinos com um alto grau de perfeicao cristalina e de tamanhos
grandes acreditamos que seja importante estabelecer um limite de tamanho de cristalito
para os quais a equacao de Scherrer pode ser aplicada. Neste trabalho, os perfis de di-
fracao dos picos sao calculados utilizando a teoria dinamica da difracao de raios X para
varias reflexdes de Bragg e tamanhos de cristalitos de Si, LaBg e CeOy. A largura a
meia altura dos picos (FWHM) é entao extraida e o tamanho de cristalito é calculado
utilizando a equacgao de Scherrer. Mostrou-se que para cristais com coeficientes de ab-
sorcao linear abaixo de 2117,3 cm™! a equacao de Scherrer é vélida para cristalitos com
tamanhos até 600 nm. Mostra-se também que a medida que o tamanho aumenta apenas
os picos com valores de 26 mais elevados fornecem bons resultados, e se formos utilizar
picos com 26 > 60° o limite para o uso da equagao de Scherrer ird até 1 pm. Em se-
guida foi feito um estudo levando em consideracao distribui¢oes de tamanho de cristalito
(gaussiana e lognormal) para cristais de LaBg. Foram calculados os perfis de difracao
pela teoria dinamica considerando distribui¢oes de tamanho de cristalito estreitas e lar-
gas. Foi mostrado que quanto maior o valor do desvio padrao, ou seja, mais alargada
for a funcao distribuicao, maior também sera o erro no valor do tamanho de cristalito
obtido pela equacao de Scherrer nestes perfis. Também foi mostrado que, para quaisquer
das distribuicoes centralizadas em qualquer regiao de tamanho e para qualquer valor de
desvio padrao utilizados, a largura integrada (FWHM,,;) dos picos de difragao fornece
melhores resultados para o tamanho de cristalito do que a largura do pico (FWHM).

Palavras-chave: Teoria Dinamica. Equacao de Scherrer. Difracao de raios X.



ABSTRACT

The Scherrer equation is a widely used tool to determine the crystallite size of polycrystal-
line samples. However, it is not clear if one can apply it to large crystallite sizes because
its derivation is based on the kinematical theory of X-ray diffraction. For large and perfect
crystals, it is more appropriate to use the dynamical theory of X-ray diffraction. Due to
appearance of polycrystalline materials with a high degree of crystalline perfection and
large sizes, it is the authors’ belief that it is important to establish the crystallite size
limit for which the Scherrer equation can be applied. In this work, the diffraction peak
profiles are calculated using the dynamical theory of X-ray diffraction for several Bragg
reflections and crystallite sizes for Si, LaBg and CeO,. The full width at half-maximum
is then extracted and the crystallite size is computed using the Scherrer equation. It is
shown that for crystals with linear absorption coefficients below 2117.3 cm™! the Scherrer
equation is valid for crystallites with sizes up to 600 nm. It is also shown that as the size
increases only the peaks at higher 20 angles give good results, and if one uses peaks with
260 > 60° the limit for use of the Scherrer equation would go up to 1 pum. Next, a study
was carried out taking into account crystallite size distributions. The diffraction profiles
were calculated by dynamic theory considering narrow and wide distributions (Gaussian
and Lognormal) of crystallite size to crystals of LaBg. It was shown that the larger the
value of the standard deviation, ie, the wider the distribution function, the greater the
error in the crystallite size value obtained by the Scherrer equation in these profiles. It
has also been shown that for any of the centered distributions in any region of size and
for any standard deviation value used in this work, the integrated width (FWHM int) of
the diffraction peaks provides better results for the crystallite size in comparison to the
peak width (FWHM).

Keywords: Scherrer equation. powder diffraction. X-ray diffraction. dynamical theory.
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1 INTRODUCAO

Quando o assunto em foco € a caracterizacao de materiais, nao podemos deixar
de citar a difracao de raios X, ja que se trata de uma técnica que possibilita a obtencao de
importantes informacoes referentes a rede cristalina, tais como a identificacao e a quanti-
ficacao das fases presentes em um sistema policristalino multifasico, analise do tamanho
do cristalito e a microdeformacao da rede cristalina, analise da ocupacao de sitios cris-
talograficos por dopantes adicionados, a obtencao das distancias interatomicas e outros
fatores referentes a estrutura cristalina. No decorrer da histéria muitos pesquisadores con-
tribuiram para o desenvolvimento de uma teoria que explicasse a producao, a propagacao,
bem como a interacao desta radiacao com a matéria, fundamentando assim a conhecida
teoria cinematica da difragao de raios X [I]. Teoria essa que tem por caracteristica pos-
suir um tratamento um tanto geométrico do fenomeno, associando a difracao de raios X
com a interferéncia construtiva causada pela diferenca de caminho percorrido pelo feixe
espalhado pelos planos que contribuem para a difracao e também trata o espalhamento de
cada elemento de volume da amostra como sendo independente dos outros elementos de
volume ao seu redor em cristais imperfeitos. Laue, Knipping e Friedrich demonstraram
analitica e experimentalmente por meio das trés equagoes de Laue em 1912, que os cristais
se comportam como uma rede de difracao devido ao fato de que as dimensoes da célula
unitaria serem da mesma ordem de grandeza do comprimento de onda da radiagao inci-
dente e que os raios X e de natureza ondulatéria. Posteriormente, William Henry Bragg
e seu filho Laurence Bragg, formularam de forma simples uma lei basica para estudos de
difragdo conhecida como a lei de Bragg [5],[6] e [7].

Com o passar do tempo, experimentos realizados indicavam uma falta de con-
cordancia com os resultados previstos pela teoria cinematica para cristais com maiores
dimensoes, chegando até a um longo afastamento do que a teoria previa, levando entao
a entender que esta teria um dominio de validade apenas para pequenos cristais. Uma
destas experiéncias foi realizada por Borrmann [3[que ao fazer difracdo em uma amostra
girando sob um eixo perpendicular ao seu plano que contém os feixes, notou a presenca
de um segundo feixe transmitido pela amostra. Além de nao explicar a presenga deste
feixe, a teoria cinematica também mostrava certas inconsisténcias fisicas para cristais de
maiores espessuras, tais como, o fato de que a intensidade da onda espalhada nao ser a
mesma da onda incidente, a presenca de um deslocamento quase que imperceptivel das
posigoes de maximos dos picos de difragao e que como possui uma abordagem puramente

geométrica, foi observado que o principio da conservacao da energia também falha neste
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tratamento [4].

Estes fatos estao além dos conceitos desenvolvidos pelo escopo da teoria ci-
nematica da difracdo. Apods pesquisas subsequentes, concluiu-se que havia efeitos que
poderiam ser desprezados em cristais finos (¢ t << 1), mas com o aumento da espessura
do cristalito, a parcela de contribuicao destes para com os resultados se tornava maior
a ponto de nao poderem ser desprezados. A consideracao destes efeitos, os quais sao
conhecidos como extingao primaria, extin¢gao secundaria, absorcao, entre outros, levaram
a formulacao de uma nova teoria da difracao que leva em consideracao todas as interagoes
dos campos de onda presentes no interior do cristal, chamada de teoria dinamica da
difracao de raios X, que geralmente ¢ utilizada quando se trabalha com a difragao em
monocristais de alta perfeicao cristalina na qual, a teoria cinemética é considerada uma
aproximagao para cristais de pequenas espessuras [§]. Entao podemos entender que a
validade da teoria cinematica esta ligada ao fato de que seu tratamento simplesmente nao
explica o que ocorre no interior do cristal e o acréscimo dos efeitos anteriormente citados
que serao explicados mais detalhadamente nos proximos capitulos. Alguns anos depois,
desenvolvendo sua abordagem, Ewald notou a grande conveniéncia de usar os conceitos
de superficies de dispersao tao utilizados nos estudos de eletrodinamica, ja que a difragao
de raios X também é caracterizada pela presenca de uma quantidade de energia que é ab-
sorvida durante a propagacao das ondas eletromagnéticas no interior do cristal. Logo, o
desenvolvimento de uma teoria (teoria dindmica) que fizesse estas consideragoes, oferecia
uma maior exatidao e uma melhor adequagao com os resultados obtidos.

Os primeiros desenvolvimentos da teoria dinamica foram iniciados com o tra-
balho de Darwin [9], [10] em 1914. Ele notou que o uso de algumas consideragoes da teoria
cinemaética, como o fato de que as intensidades da onda incidente e da onda refletida, em
cristais espessos, levava a violacao do principio da conservagao da energia. Assim, ele in-
troduziu um modelo onde ocorreriam sucessivas reflexoes em planos paralelos adjacentes
pertencentes ao meio cristalino. Ao construir seu modelo, ele assumiu que em cada plano
da rede cristalina a onda incidente gera uma onda refletida e uma onda transmitida e cada
uma destas gera uma onda incidente e uma onda transmitida, e assim sucessivamente.
Partindo dessas consideragoes ele conseguiu obter uma forma correta para a intensidade
refletida para cristais perfeitos e mostrou que ela é proporcional ao médulo do fator de
estrutura, diferentemente da teoria cinematica, onde a intensidade é proporcional ao qua-
drado do mesmo. Também conseguiu mostrar que a largura total a meia altura do pico
de difracao (FWHM) é proporcional ao médulo do fator de estrutura e que o centro da
reflexao é ligeiramente deslocado do angulo de Bragg. Partindo deste modelo, ele con-

seguiu obter uma forma correta para a expressao da intensidade refletida para cristais
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perfeitos e analisando a divergéncia entre suas previsoes tedricas e as medidas experimen-
tais, ele chegou a conclusao que esta se dava devido aos fenomenos de extingao [11], que
estao relacionados a atenuacao no feixe difratado além do previsto na teoria cinematica.
Posteriormente, ele também aplicou a teoria dindmica para cristais imperfeitos [12]. Em
trabalhos mais recentes a teoria dinamica de Darwin tem sido aplicada em estruturas
cristalinas planas paralelas [I3] e também estudos de casos Bragg e Laue assimétricos e
difragdo multipla [14].

Uma outra formulacao para a teoria dinamica aparece com Ewald, onde esta
tem como importante aspecto o fato de se utilizar a nocao de campos de onda. Estes
campos, que se propagam dentro do cristal e excitam os dipolos elétricos, sao constituidos
por uma soma de ondas planas que possuem vetores de onda que podem ser deduzidos por
meio de translagoes no espago reciproco [15]. Nos anos 20, houve uma intensa discussao
com respeito a dependéncia da intensidade difratada por cristais perfeitos com o fator de
estrutura, se esta seria proporcional ao seu médulo ou ao seu quadrado? Em sua abor-
dagem ele confirmou o que Darwin tinha concluido, que a intensidade do feixe refletido é
proporcional ao médulo do fator de estrutura. Outra peculiaridade do trabalho de Ewald,
é que ele notou a grande conveniéncia de usar os conceitos de superficies de dispersao tao
utilizados nos estudos de eletrodinamica, ja que a difracao de raios X também é caracte-
rizada pela presenca de uma quantidade de energia que é absorvida durante a propagacao
das ondas eletromagnéticas no interior do cristal [IT]. Logo, o desenvolvimento de uma
teoria (teoria dinamica) que fizesse estas consideracoes, oferecia uma maior exatidao a
teoria e uma melhor adequagao com os resultados obtidos.

Como veremos posteriormente, uma diferenca basica entre a teoria dinamica
e a teoria cinematica, é que a primeira tem seu formalismo baseado na equacao de onda
proveniente das equacoes de Maxwell do eletromagnetismo. E no tratamento da teoria
dindmica proposto por Laue, em contraste com o tratamento de Ewald (microscépico), ele
possui um carater mais macroscépico, devido ao fato de se fazer uso de grandezas fisicas
que sao macroscopicas do meio cristalino como, por exemplo, a densidade eletronica de
carga [15]. Desde que se considere que o cristal seja constituido basicamente de um arranjo
tridimencional de atémos e que estes exibem certa periodicidade em sua rede cristalina,
a densidade eletronica pode ser expressa por uma fungao (ondas de Bloch) que também
exibe esta periodicidade, como também todas as outras grandezas que tém relacoes com
a densidade eletronica, como a susceptibilidade, polarizabilidade por unidade de volume
e a constante dielétrica [3].

A aplicagao desta teoria nao foi muito pronunciada por um longo tempo, mas

com o avango dos estudos na drea da indistria dos semicondutores [16], devido sua grande



18

viabilidade nas aplicagoes tecnoldgicas, onde estes sao cristais obtidos através do cresci-
mento de graos razoavelmente perfeitos, um crescente niimero de pesquisas tem aparecido
com o objetivo de se obter uma analise mais exata quando estamos tratando com cristais
espessos.

Dentre os trabalhos desenvolvidos utilizando a teoria dinamica da difracao de
raios X citaremos algumas que tiveram alguma contribuicao para o desenvolvimento da
presente tese. Dentre os aspectos fundamentais da teoria dinamica da difracao, estao os
fenomenos de extingao. As extingdes primaria e secundéria sao estudadas usando a teo-
ria dinamica da difragao em cristais imperfeitos. Dentre os trabalhos escritos, Kuriyama
e Miyakawa (2008) [17] formularam uma teoria que permite que as amplitudes dos co-
eficientes de Fourier da expansao da densidade eletronica de carga elétrica sao fungoes
que variam no tempo em resposta aos distirbios provenientes das interagoes com as im-
perfei¢oes e em [I§] temos um tratamento da deformagao em cristais usando a equagao
de Takagi, onde esta deformacao é representada por um gradiente de tensao constante
e métodos de aproximacao sao encontrados considerando a mecanica quantica. Outras
aplicacoes da teoria dinamica em cristais apresentando defeitos podem ser vistas em [19],
[20] e [21].

No trabalho desenvolvido por Durbin (1987) [22] temos uma extensao da teoria
dinamica que foi feita considerando a inclusao da interacao da radiagao eletromagnética
com o spin do elétron. Neste trabalho foi mostrado que a largura de Darwin magnética é
trés ordens de grandeza menor que a largura de Darwin tipicamente considerada. Numa
simples aplicacao foi mostrado que a polarizagao varia devido o espalhamento magnético.

Ja Caticha (1992) [23] mostra que as teorias cinemadtica e dinamica fornecem
resultados equivalentes para intensidades fracas. As simulacoes foram feitas usando a
teoria dinamica de Laue e aplicando-a no plano (111) para cristais de silicio. Célculos
semelhantes foram feitos utilizando a Teoria Dindmica de Darwin [24]. Em [25] ele também
apresenta uma abordagem alternativa a teoria dinamica da difracao, usando as equagoes
da eletrodinamica quantica na interacao de um campo de radiacao com uma corrente
classica e comparando os mesmo resultados obtidos pela teoria dinamica da difracao. Foi
mostrado que as expressoes que descrevem como ocorre a emissao dos fotons de Bloch sao
quase idénticas as usadas para descrever a emissao de fétons no vacuo e também que sao
governadas por distribui¢oes de Poisson.

Através do uso das equagoes de Takagi, em [26] é mostrada a convergéncia dos
resultados fornecidos pela teoria cinematica com a teoria dinamica através de simulagoes
dos perfis para silicio e germanio e é mostrado o efeito da espessura do cristal. Quando

os efeitos dinamicos sao proeminentes, as curvas exibem varios graus de assimetria. Ja
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em [27] a teoria dinamica da difragdo de raios X ¢é aplicada aos casos com n-feixes e
tem sido obtida com base na teoria dinamica de Takagi - Taupin. Nesta teoria é levada
em conta corretamente os efeitos dos raios X incidentes arbitrariamente polarizados e os
estados de polarizagao dos campos de onda de raios X em um cristal. Também utilizando
cristais perfeitos de germanio, a dependéncia dos perfis de intensidade com a espessura
e a orientagao foi investigada por [28], incluindo os efeitos de absor¢ao e espalhamento
térmico difuso. Estudos envolvendo a Teoria Dinamica com as propriedades das micro-
ondas difratadas por meio periddicos dielétricos [29] e interagoes com fonons também
foram feitos [30].

Neste trabalho foram usados como base para a apresentagao da abordagem da
teoria dinamica presente no capitulo 3, os trabalhos de [§], [4] e de [3]. Na segao 3.1, foi
usada a notagao de [8] para definir os campos de onda dentro e fora do cristal, os vetores
de onda e o coeficiente de absorcao na direcao normal. Na secao 3.2 até a secao 3.4 foi
usada a notacao do [3]. J& na secdo 3.5 foi usada a notacao do [§] devido & maneira
conveniente em que a equacao que relaciona a razao entre as intensidades difratada e

incidente é dependente da espessura do cristal.
1.1 Motivacao

Dois fatores foram de grande motivacao para a realizacao deste trabalho: o
primeiro foi o fato de que a equagao de Scherrer é grandemente aplicada quando se deseja
obter o tamanho de cristalito em uma amostra monocristalina. Sendo assim ela é bastante
usada, mesmo sem uma absoluta certeza do dominio de validade para esta equacao. O
segundo foi devido ao fato de que a teoria dinamica da difracao de raios X oferece uma
base bastante consistente fisica e matematica para os perfis de difracao para monocristais,
por sua fundamentacao partir das equagoes de Maxwell e considerar bem as interacoes
que ocorrem no meio cristalino.

Logo, visando confirmar a aplicabilidade da equacao de Scherrer bem como
sua regiao de validade (com respeito ao tamanho de cristalito), foram calculados os perfis
pela teoria dindmica e extraida as larguras total a meia altura (FWHM) dos picos para
comparara-los com os obtidos por Scherrer. Isso poderia reforcar a validagao da teoria
cinemética como uma aproximagao da teoria dinamica da difracao para pequenos tama-
nhos de cristalitos. Além de estarmos validando, estariamos também identificando esta
regiao em que os resultados apresentados por ambas teorias convergissem, uma vez que a

equagao de Scherrer possui em sua base a teoria cinematica da difragao.
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1.2 Objetivo

Neste trabalho, utilizando as equagoes da teoria dinamica da difracao de raios
X temos o objetivo de verificar a faixa de valores de tamanho de cristalito, para os quais
a teoria dinamica e a equacao de Scherrer possuem resultados equivalentes. Assim, a
regiao onde teremos concordancia entre os resultados de ambas mostrara a regiao em que
a teoria dinamica e a teoria cinematica convergem. Estes resultados serao calculados por
meio de simulacoes para dois casos:

(1) Para o caso em que tenhamos uma distribuigdo homogénea de tamanhos
de cristalitos na amostra considerada, podendo assim ser bem representada apenas por
um valor, que é seu tamanho médio [2]. Neste caso a funcao distribui¢ao de tamanhos de
cristalitos é uma funcao delta localizada no valor do tamanho médio de cristalito. Para
este estudo foram utilizados policristais de silicio, LaBg e CeOs (tendo em vista que sao
amostras que apresentam elevado grau de perfeicao na rede cristalina, e logo, nao inclui
contribuigao de microdeformagao na FWHM) com o intuito de variar também o coeficiente
de absorcao normal do cristal, e assim, avaliar sua influéncia nos perfis simulados.

(2) Para o caso em que tenhamos uma distribui¢ao nao-homogénea no tamanho
de cristalito, onde utilizaremos uma funcao distribuicao de tamanho de cristalito para
representar a amostra considerada. Esta funcao associarda a cada tamanho, um peso
probabilistico, de tal maneira que a amostra como um todo, seré a somatoria ponderada de
todas as contribuigdes dos pesos individuais [31]. Serao utilizadas duas fungoes (gaussiana
e lognormal).

nas simulagoes foram considerados cristais de simetria ctibica e que possuem
baixa microdeformagao em sua rede cristalina, fazendo assim, que a largura a meia altura

do pico (FWHM), seja devida unicamente ao tamanho de cristalito.
1.3 Estrutura da Tese

O presente trabalho é apresentado em capitulos numerados de 1 a 6 sendo este
o primeiro capitulo, que contém uma apresentacao geral da teoria dinamica da difracao. O
capitulo 2 apresenta brevemente alguns pontos fundamentais da teoria cinematica (célculo
da intesidade espalhada) e mostra a dedugao da equagao de Scherrer.

No capitulo 3 sera mostrado o desenvolvimento das equacgoes da teoria dinamica
a partir de seus principios, e serao discutidos seus resultados, suas propriedades e suas
implicagoes. No capitulo 4 serd apresentada a proposta sugerida por esta tese, a estrutura
do programa, bem como o modelo adotado para as simulagoes.

No capitulo 5 serao apresentados os resultados das simulagoes obtidas via teoria
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dinamica para o caso em que a amostra é composta de uma distribuicao de cristais com
pronunciada homogeneidade no tamanho de cristalito. A partir dos mesmos é extraida a
largura a meia altura do pico (FWHM) e por meio desta é aplicada a equagao de Scherrer
para a obtencao do tamanho de cristalito.

No capitulo 6 serao apresentados os resultados das simulagoes obtidas para
0 caso que em amostra ¢ composta de uma distribuicao heterogénea no tamanho de
cristalito. Neste caso, o perfil total é resultante de todas as somas das intensidades de
cada tamanho de cristalitos presentes na amostra policristalina e estas intensidades serao
ponderadas por uma funcao distribuicao que se adeque a que é obtida pelos resultados
experimentais. Como no capitulo anterior, serd mostrado como se da o comportamento
da equagao de Scherrer conforme se varie parametros desta distribuicao de tamanho.

No capitulo 7, serao apresentadas as conclusoes dos estudos realizados neste

trabalho.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA DA TEORIA CINEMATICA

A teoria cinematica (TC) foi o primeiro modelo tedrico desenvolvido por fisicos
para explicar como ocorrem os processos de difracao de raios X em materiais, bem como a
interagao entre o feixe monocromatico que compoem a radiagao incidente e a matéria que
constitui a amostra. Entre suas bases encontram-se principalmente a equacao de Bragg, as
equagoes de Laue e a abordagem de Ewald para o espago reciproco. A equagao de Bragg
fornece de maneira simples uma relacao entre o comprimento de onda associado ao feixe
incidente com os planos atomicos que constituem o material no qual ira incidir o feixe,
e que contribuem para o espalhamento desta radiacao. As equacoes de Laue nada mais
sao do que uma extensao vetorial da equacao de Bragg em trés dimensoes, introduzindo
também o conceito de vetor da rede reciproca como algo peculiar quando a equagao de
Bragg estiver sendo satisfeita. J4 Ewald utilizou uma esfera para representar os nimeros
de onda associados ao feixe incidente e espalhado, onde a diferenga destes é dada pelo
vetor da rede reciproca e onde o mddulo destes trés é igual ao raio desta esfera, bem
caracteristico do processo onde haveria conservacao do nimero de onda, e logo também
da energia.

Em pesquisas posteriores usando estes principios apresentados, foi possivel
obter relacoes entre importantes grandezas deste estudo, como: uma equagao que relaciona
a intensidade espalhada pelo cristal com o angulo de espalhamento, bem como o efeito
da temperatura nos perfis de difracao, uma equacao que relaciona a largura do pico a
meia altura com a espessura do cristal e também uma relacao entre a contribuicao da
microdeformacgao da rede nesta largura, entre outros trabalhos. Dada a importancia
destas duas equacoes para o desenvolvimento deste trabalho: a equagao da razao entre as
intensidades difratada e incidente e a equacgao que relaciona a largura do pico de difracao
com a largura a meia altura do pico (FWHM) com o tamanho do cristalito, conhecida

como equacao de Scherrer, reservamos um espago onde sera feita a dedugao destas.
2.1 Expressao da Intensidade na teoria Cinematica (TC)

Considere um feixe monocromatico de raios X incidindo sobre um cristal. Su-
pondo que este feixe seja constituido de raios paralelos e que sua direcao de propagacao
¢ definida pelo vetor unitario Sp. Ao incidir sobre o cristal é conhecido que em algu-
mas direcoes de incidéncia a lei de Bragg sera satisfeita, e assim ocorrera interferéncia

construtiva, dando origem a um feixe espalhado que denotaremos por S. Os 4tomos que
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mn

n . em relacao a origem do

compoem o cristal podem ser representados por um vetor R

sistema de coordenadas, escrito da seguinte forma

—

onde os trés primeiros termos definem o vetor da origem a m-ésima cela unitéria, e 7, é

o vetor que liga a origem até a cela.

Figura 1: Geometria da difracao [32].

O elétron no n-ésimo atomo espalha o campo elétrico incidente de acordo com
seu fator de espalhamento atomico f,,. Suponha que o feixe de raios x incidentes tenham
comprimentos de onda A e a forma de uma onda plana na origem do cristal. Esta onda
atinge o atomo, tocando no final do vetor ﬁfn, que se desloca de z;, tal que o valor do
campo elétrico neste ponto é

= E)Oe%'i[(c/)\)tf(l//\)wﬂ (2.2)

?

onde Fy é a amplitude do campo elétrico do feixe incidente. O atomo espalha o campo
incidente na direcao do vetor S , de tal modo que o seu valor, quando atinge o ponto P, a

uma distancia x, do atomo que estd sendo considerado, é:

6250 omi
ril(c/A )t~ (1/0) (w1 +2)] 93
mc?RC ’ (2:3)

onde e é a carga do elétron e m é a massa do elétron; ¢ é a velocidade da luz; e f, é o

é:)P:fn

fator de espalhamento atomico. O caminho total que o feixe espalhado percorre do plano

da origem 0 até o plano do detector em P é mostrado na Figura|ll Logo

T = éZm . 50,
zy = R—R" - S, (2.4)
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x1+x2:R—(§—§0)'éﬁl.

Logo, o campo elétrico no ponto P ¢ dado por:

2 =g - o —
5= e“ by f p2mi((e/N)t=(1/N)[R—(S=50)-Fy,]) (2.5)
mc2R""

Como foi dito anteriormente, o espalhamento dos raios X incidentes pelos datomos no
cristal tem o efeito de defletir estes na direcao S. Como resultado, os raios atravessam
diferentes caminhos dentro do cristal o que gera uma diferenca de fase entre varios raios
que incidirao no plano P. O campo elétrico resultante em P pode ser calculado pela somas
dos campos espalhados por cada atomo na expressao [2.5 De acordo com a definicao de
ﬁ,’; , devemos fazer a soma sobre todos os n atomos e somar todas as contribuicoes da
cela unitaria no cristal pela soma sobre m;, ms e mg, a quantidade de celas unitarias em

cada diregao, da seguinte maneira:

QEO N My My Ms (

=YY S e

n mi my ms3

(S; )(Fn+m1i+m2g+m35'))

(2.6)

Separando os termos que dependem de m;, my e mg e usando a definicao de fator de

estrutura escrito em termos do fator de espalhamento pela expressao

F= Zfe £S5y (2.7)

é possivel reescrever como sendo

2 M. . LM
gp _ €7E106<%) ct— R)FZ % S So)- mlaie(%)(s—k%)-mzb236(%)(5 So)- msc. (28)
mc?R p— p e

Com o intuito de simplificar a equagao é conveniente considerar que o
cristal tenha a forma de um paralelepipedo onde seus lados sejam paralelos as bordas da
cela unitaria. O comprimento de cada borda do cristal é entao simplesmente o nimero
de celas ao longo da borda vezes a distancia de cada borda da cela unitaria, respectiva-
mente, mya, meb e mgc. E possivel mostrar que o que foi assumido aqui nao limitara
a generalidade dos argumentos dos resultados obtidos posteriormente. Neste modelo, o

cristal possui uma quantidade total de

M = M1 X M2 X Mg, (29)
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celas unitarias. Como a soma geométrica pode ser escrita

=M -1 ar™ —a
Z re"=a+ar+ar’+ .. farM = — = (2.10)
0 r—1
podemos escrever
m M-l e o 27i\(&_ G\ 17 2mi\(G_ 3.\ .0n 2mi\(&_ & ﬂ
Z G(T)(S—So)-mla _ 60_|_@(T)(S_SO)'la+€<T)(S_SO)'2CL_|_‘.__}_B(T)(S_SO)'Mla_ (211)
m1=0

Substituindo cada um dos trés termos da soma presente em [2.8 teremos que

Ep

(2.12)
A grandeza fisica que realmente desejamos encontrar é a intensidade dos raios x no ponto
P. Lembrando que a intensidade é proporcional ao quadrado da amplitude do campo

elétrico e que o campo elétrico é uma grandeza complexa, temos que
2 2 *

ou seja, para obtermos a intensidade temos que fazer o produto do campo elétrico pelo

valor de seu complexo conjugado, o qual envolve produtos entre quocientes da forma

e“ﬁ -1 y e*“@“ -1 _ eV — e"M‘x — e*l:M‘” +1 _ sm2(%]1\4:1:) (2.14)
et — 1 e~ir — ] el — iz — iz ] smz(ix)

Assim, a intensidade pode ser expressa por

213 & = aim2]
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(2.15)

onde I, é a intensidade espalhada por um tunico elétron. Pode-se notar que na equagao

~ . in2 (M. ~
2.15| 0s trés quocientes M2 o anulardo para qualquer valor de z, exceto para z = T¢q
sin?x)

onde q é qualquer inteiro incluindo zero, e seu valor maximo serd, M?. Como a intensidade
¢ igual ao produto dos trés quocientes, a expressao serd diferente de zero quando os
argumentos de cada quociente forem simultaneamente multiplos inteiros de m. Isso serd

garantido quando as trés seguintes equacoes forem satisfeitas
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(S — Sp)-a=hA
(S — Sp) - b=k (2.16)

onde h, k e [ sao inteiros positivos, negativos ou zero. Estas sao as conhecidas equagoes
de Laue e estes inteiros sao chamados indices de Miller para o plano de reflexao. Assim,
quando estas trés equagoes sao satisfeitas, os quocientes em serao iguais a M2, M3 e

Mz, de modo que

Ip = I.F*M?, (2.17)

onde M é o numero maximo e total de celas unitarias do cristal:

M? = MEM3M?. (2.18)

Como pode ser visto na equacao a intensidade espalhada num ponto P é diretamente
proporcional ao quadrado do niimero total de celas unitarias no cristal e ao quadrado do
fator de estrutura. Ou seja, na teoria cinematica, a intensidade refletida tem uma relagao
diretamente proporcional com o volume do cristal. A razao disso é que a teoria cinematica
assume que a amplitude da onda recebida por todos os centros espalhadores no meio cris-
talino é a mesma, logo ela despreza as interagoes entre as ondas com a matéria e o fato
de que parte da energia que as ondas incidentes tinham ao penetrar no meio cristalino
ja foi refletida por planos atomicos anteriores [4]. Isso evidencia uma forte limitacao da
teoria cinematica, pois para o caso de cristais espessos, a intensidade refletida cresce in-
definidamente, e para um cristal infinito esta intensidade tende ao infinito, justamente
por desconsiderar estes efeitos. Isto pode ser visualizado na Figura [2| onde sao compara-
dos os comportamentos apresentados pela intensidade refletida de acordo com as teorias
cinemética e dinamica. Como foi dito, ao passo que a intesidade refletida cresce indefini-
damente com aumento do tamanho do cristalito na teoria cinematica, na teoria dinamica,
a consideracao dos efeitos mencionados anteriormente em seu embasamento tedrico é res-
ponsavel pelo afastamento de suas previsoes para o caso em que os cristais apresentem
o tamanho de cristalito maior. Mas € interessante mencionar aqui que para cristalitos
de tamanhos pequenos podemos ver que as previsoes realmente estao de acordo. Logo,
esta expressao € valida, desde que os cristais considerados tenham tamanho de cristalito

também muito pequeno [32].
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Figura 2: Comportamento previsto para a intensidade refletida nas teorias cinemética e
dinamica [20].

2.2 Equagao de Scherrer

Vimos anteriormente que quando as trés equacoes de Laue forem satisfeitas
teremos um pico de difracao na respectiva posi¢ao angular correspondente aos seus indices

de Miller. Isso pode ser generalizado escrevendo

(g - 5)) = )\O’hkl, (219)
onde
G = ha@* + kb* + 1.

Logo

("= So) = (S — So) + AS,
onde vimos também que a intensidade vai rapidamente a zero quando esta condi¢cao nao
é satisfeita. Com o intuito de estimar a regiao na qual a intensidade ainda possui uma
magnitude apreciavel é feito um ligeiro desvio no feixe difratado de 26, por um pequeno
angulo € como mostrado na Figura [3| A direcao do novo feixe difratado pode ser repre-

sentada por um vetor unitario S ', enquanto o vetor da diferenca é deslocado por AS , tal

que
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Figura 3: Geometria de espalhamento para dois vetores de ondas espalhados S e S’ des-
locados de AS [32].

(gl — g()) = \opu + A§ (2.20)

Substituindo esta relagao na equacao [2.15| para a intensidade, os termos em seno nos trées

quocientes ficam

3in2§(§’ —Sy) - Ma = sinzg()\ﬁhkl + AS) - Ma = sin?(xMh + ;Ag Ma), (2.21)

onde tMh = w6 - Md = w(ha* + kb* + Ic*)- Md. O termo da direita da equagao pode ser

reescrito como sen?(A + B) = (senAcosB + senBcosA)? e logo
sin*(mMh + §A§ Ma) = [sin(th)cos(gAg' Ma) + sin(§A§~ Ma@)cos(mwMh))?

:m#(ZAgyw@, (2.22)

porque sin(rMh) = 0 desde que M e h sejam inteiros, e cos(rMh) = £1 pela mesma

razao. Assim, a equacao da intensidade pode ser reescrita como

L sin?[(m/A)AS - Myd] sin[(m/A)AS - Mab] sin[(7/A\)AS - Msd]

Ip=1IF . . g
sin?[(m/A)AS -d]  sin?[(m/AN)AS-b]  sin?[(m/A)AS - (]

. (2.23)

onde, usando a aproximacao
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sin?((1/2)Mz] _ 2~ M2 4x
s l(2a] M ’

onde a funcao da direita tem o mesmo valor de méaximo em = = 0 e a mesma area que a

(2.24)

funcao da esquerda, e o argumento z é

T = 2)7\TA§~ a. (2.25)

Antes de substituir a equagao (2.24)) na equagao ([2.25]) é conveniente desenvolver o valor

de seu argumento. Assim,

| AS - M@ |=| AS || Mya | cos(0°)
=[S =S| —|8—-5,|Ma

— [2sin (9 + ;) — 2sin(9)| My

= eMjacos(6). (2.26)

Assim a expressao ([2.25)) pode ser escrita como

2.2, .292
71<47r 6)\605 0 )(M12a2+M22b2+M302)

I, 2 I.F*M?e™

& [ F2M 20 Dot (2.27)

onde

D = (M?2a® + M2V? + M2c*)Y?,

¢ o valor médio da diagonal do cristal. Como ja foi dito anteriormente, a intensidade Ip

tem seu valor maximo em € = 0, e o valor da intensidade maxima fica

([P>max = (IP)gzo = [eF2M2
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— e A
(IP)EZO 2
Tal que
~ T 2 2. 2
—In2 = ﬁél/QD cos“f (2.28)
e a largura a meia altura fica
m2\"* A
=|— : 2.29
€12 < s ) Dcosf ( )

Esta é a conhecida equagao de Scherrer. Esta equagao é mais comumente escrita com

sendo

kD

= NeosO’

onde o § é a largura a meia altura do pico de difracao, D é o tamanho do cristalito

(2.30)

na direcao perpendicular aos planos da rede, € é o angulo de Bragg para a reflexao em
destaque e k£ é um fator numérico frequentemente tratado como sendo um fator de forma
dos cristalitos que compoem a amostra. Na ausencia de mais detalhes sobre o cristalito,
k= 0.9 é uma boa aproximagao [33], [I]. Esta equacao foi desenvolvida em 1918 por P.
Scherrer e como podemos ver, foi deduzida para a condicao ideal de cristais com planos
perfeitamente paralelos e um feixe incidente monocromatico de raios X que é disperso em
cristais em forma de cubo [34].

A equagao de Scherrer obtida acima relaciona a largura do pico de difragao com
o tamanho do cristalito, ou seja, o conjunto de todos os planos cristalinos que contribuem
para a difracao naquela direcao. Assim, o tamanho e a resolugao dos feixes difratados
fornecem informacoes sobre a perfeicao do cristal; um ponto nitido indica que o material
seja um cristal altamente ordenado, enquanto um ponto difuso indica que o material
¢ desordenado ou que seus cristalitos sdo extremamente pequenos [35]. A equacdo de
Scherrer tem sido grandemente utilizada em diversos trabalhos [36], [37] e alguns até a
modificaram tentando obter melhores resultados [38].

Tudo o que foi mencionado até o presente instante sobre o perfil dos picos de
difracdo foi relacionado a parcela de contribuigao (forma das linhas) do perfil referente
aos aspectos estruturais da amostra, mas é conhecido que o perfil de difracao real ou
observado é dado pela convolugao da contribui¢ao dos aspectos estruturais B(26) com a

contribuigao dos aspectos instrumentais K(26). Isto pode ser escrito como
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1(20) = B(20) @ K(20), (2.31)

onde a convolugao de duas fungoes é a operacao matematia descrita como

B29) @ K(20) = [ Y B(t— 1)K(r)dr (2.32)

—0o0
e 7 € uma variavel intermediaria. Para o caso do raios X isso pode ser representado

conforme a Figura [
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Figura 4: Convolucao do perfil geométrico instrumental, o perfil do comprimento de

onda e a funcao do alargamento devido a amostra produzindo assim o perfil observado
[39].

Aqui, é bom ressaltar que a func¢ao instrumental K(26) inclui, dentre outras,
a distribuicao do comprimento de ondas do feixe incidente e as contribuicoes dos efei-
tos fisicos e geométricos induzidos na amostra [40]. Em alguns trabalhos, como [41], é
usado o método do Fundamental Parameters, onde a funcao instrumental é dada pela
convolucao destas fungoes com outras, tais como: transparéncia da amostra, divergéncia
axial, fenda receptora, e o erro de amostra plana [39]. Outras fungoes sao utilizadas para
o ajuste de erros presentes em uma medida, mas nao entraremos mais a fundo nos de-
talhes instrumentais, uma vez que em nosso estudo se centrard no modelo fisico (Teoria
Dinamica) associado ao perfil estrutural da amostra. Como este trabalho se dedicou a
avaliar o comportamento de variaveis que estao inseridas no alargamento devido a amostra
cristalina.

Algumas investigacoes preferem determinar a largura integral da linha de di-
fracao do que a FWHM. A largura integral é dada pela intensidade integrada dividida
pela intensidade maxima do pico, isto é, a largura de um retangulo que possui as mesmas

area e altura do pico de difragao [42].
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA DA TEORIA DINAMICA

3.1 Efeito Borrmann

Uma forte evidéncia da limitacao da teoria cinematica estd bem representada
no experimento ilustrado na Figura [5 a qual consiste de um feixe de raios X mono-
cromatico que incide sobre um monocristal constituido de planos de atomos que irao

espalhar o feixe na direcao de um filme fotogréafico localizado atras do cristal.

Figura 5: Efeito Borrmann [4].

O filme ¢é colocado com o propédsito de receber a radiacao transmitida pela
amostra e o cristal utilizado por Borrmann nesta experiéncia foi um cristal espesso de
quartzo. A amostra foi colocada em um suporte que ird efetuar rotacées com relacao a
um eixo que é perpendicular a este plano. Quando o cristal comega a girar, em pontos
em que a lei de Bragg A = 2dsenf nao for satisfeita, ou seja, quando 6§ # g, além de
nao haver picos de difracao, a intensidade transmitida é dada pela usual expressao da
absorcao fotoelétrica: Ilpexp(—puot). Ja em pontos em que a lei de Bragg for satisfeita,
0 = 0p, como podemos ver em (a) na Figura @, teremos um pico de difragao. Durante
o experimento, notando que o angulo entre o feixe incidente e a normal a superficie de
incidéncia é de fp, percebe-se a formagao de trés manchas no filme fotografico que podem
ser vistas em (b) na Figuralf] Tanto a mancha (1) como a mancha (3), que sao separadas
por uma distancia angular de aproximadamente 26, podem ser facilmente compreendidas

com base na teoria cinemdtica, como sendo ondas difratadas e transmitidas respectiva-
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mente pela amostra, quando esta é tratada como um cristal de pequenas dimensoes. Ja a
presenga da mancha (2), de mesmo escurecimento da mancha (1), é algo totalmente estra-
nho a teoria cinematica da difracao e nao ha nenhuma explicacao para seu aparecimento.
Sua presenca aponta para a necessidade de uma teoria mais geral, que englobe a teoria

cinemética como uma boa aproximacao, a chamada teoria dinamica da difracao.

= FILME
()
(2)
(3)
(a)
- [{)] =— FILME
- (2)
- (3)
(b)

Figura 6: a)Direcao dos feixes difratado (1) e transmitido (2) e (3) em condigoes de
transmissao anomala. b) feixes revelados nos filmes [3].

Através de conceitos dinamicos, podemos concluir que a mancha (3) é mais
fraca que outras devido ao fato de que o seu caminho percorrido no interior do cristal
¢ maior e logo a absorcao pelos dtomos que compoem o cristal, também serd maior,
atenuando assim sua intensidade e fazendo com que fique mais clara que as demais. Logo,
o efeito Borrmann nao aparece em cristais finos, j4 que quando reduzimos a espessura
da amostra, a influéncia dos efeitos dinamicos pode ser desprezada devido ao caminho
percorrido pelo feixe no interior do cristal e as interagoes entre os campos de ondas das
ondas incidentes e transmitidas serem muito pequenas.

Na Figura|7| vemos inicialmente em (a) como ocorre difragdo em um cristal fino
e em (b) como ocorre difracdo em um cristal de maior espessura. Em (c) temos o gréfico
da intensidade difratada em funcao do angulo 6 para um cristal fino na parte superior
e para cristal espesso na parte inferior da figura. Podemos notar em (c) que apesar de
nao haver mudanca na posicao do angulo de espalhamento, a intensidade transmitida
por um cristal de maior espessura é maior, e isso pode ser explicado pelo fato de que
nesta intensidade difratada estao sendo somadas as intensidades dos feixes que originam
as manchas (2) e (3).

Ha trabalhos que supoem algum mecanismo operando, de tal forma que mantém
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(c)
Figura 7: Transmissao anomala.(a) Difragao de Laue para cristal fino. (b) Difragao de
Laue para cristal espesso. (c) Intensidade transmitida por um cristal fino mostrada na
curva acima e para um cristal espesso na curva abaixo [3].

a energia perdida pelo feixe incidente nos atomos do cristal. Podemos entender como isso
acontece se pensarmos na radiacao se propagando no interior do cristal formado de planos
atomicos paralelos, como um feixe de luz passando por espelhos paralelos com uma certa
inclinagao, que sofre sucessivas reflexdes para cima e para baixo pelos espelhos horizon-
tais até atingir a outra extremidade do cristal gerando franjas de interferéncia e tendo
um fluxo de energia que esta direcionado a outra extremidade do cristal até sair do meio

cristalino [3].
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Figura 8: Propagagao das ondas estaciondrias entre os planos atomicos [3].

Essas sucessivas reflexoes sao responsaveis pela producgao das ondas estacionarias,
ilustradas na Figura[§], que se propagam paralelamente aos planos atémicos no interior do

cristal, que sao representados por planos nodais, que caracterizam assim a absorcao parcial
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da energia da onda incidente [4]. Este efeito pode ser observado desde que a intensidade
da onda difratada pelos planos atomicos seja proporcional a exp(-10), onde na Figura
se trata do caso (b), e é a regido na qual os efeitos dinamicos se tornam apreciaveis. Logo
essa transmissao anomala, presente no experimento citado, também pode ser considerada
um fenomeno de difragao melhor explicado pela teoria dinamica. Este experimento foi
realizado em 1941 por Borrmann quando trabalhava como assistente de Max V. Laue,
entao vice-diretor do Instituto de Fisica de Berlim. Na continuidade veremos detalhada-
mente outro efeito dinamico de suma importancia quando estamos tratando de difracao

por cristais espessos, chamado de extingao [4].
3.2 Extingoes primaria e secundaria na teoria dinamica

Um dos efeitos responsaveis pela atenuacao da intensidade da onda difratada é
a extincao, que pode ocorrer de duas maneiras: através da extingao priméria e da extingao
secunddria. A extingao primdria ilustrada na Figura[Japarece geralmente quando estamos
tratando com cristais constituidos por blocos grandes, conhecidos por cristais perfeitos,
que por sua vez sao formados por planos que se encontram bem orientados, que faz com
que eles difratem coerentemente.

Quando o feixe incidente se aproxima da fronteira do cristal formada pelo
primeiro plano atomico do mesmo, uma parte desse feixe incidente sera refletida pelos
atomos que o compoem, por estar em condicao de difracao e retornara para o meio pro-
veniente. A outra parte do feixe incidente conseguira penetrar no cristal de tal forma que
serd refletido pelos planos atomicos do interior do cristal e seguird a mesma direcao dos
feixes refletidos na superficie, mas na sequéncia, uma fracao destes sofrera uma segunda
reflexao por planos superiores de tal forma que ficard com a mesma orientagao do feixe
incidente. Estes feixes deveriam interferir-se construtivamente, o que nao ocorre devido
a uma defasagem de fase de 180° geradas pelas duas reflexdes sucessivas. Assim eles irao
interferir destrutivamente. Logo a onda incidente que ja havia sofrido uma perda de ener-
gia devido a primeira reflexao, terd sua intensidade reduzida ainda mais devido a segunda
reflexao. Concluimos assim que a onda sera atenuada muito mais rapidamente do que
era de se esperar, caracterizando assim existéncia da extin¢ao primaria, que se trata de
um processo de difracao ocorrendo em um meio cristalino perfeitamente periddico e trés
dimensoes.

A medida que comegou-se a tratar com cristais cada vez mais desorientados,
portanto menos perfeitos, percebeu-se que a parcela de contribuicao da extingao primaria
para com os resultados se tornava cada vez menor, devido ao aparecimento de imperfeigoes

no meio cristalino, que causam perturbacoes nas interacoes dinamicas consideradas ante-
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Figura 9: Planos atomicos perfeitos dentro de um bloco [43].

riormente, evidenciando assim outro efeito de extin¢ao que deve estar diretamente ligado
ao crescimento destas imperfei¢oes no cristal, chamado de exting¢ao secundaria. Podemos
entender como se da essas imperfeicoes se tratarmos o cristal como sendo constituido de
blocos identicamente perfeitos que se encontram ligeiramente desorientados, como apare-
cem na Figura[I0] que podem ou nao, ter constantes de rede iguais. Essas imperfei¢oes nos
sugerem tratar estes blocos como que constituidos por cristais que sao perfeitos, mas de
constantes de rede diferentes dos blocos vizinhos. Uma vez que os deslocamentos atomicos
variam dependendo do tipo de imperfeicao presente no material, nao é facil calcular as
amplitudes de espalhamentos para diferentes imperfeicoes.

Em cristais reais onde geralmente as maiores imperfei¢oes sao discordancias,
defeitos e impurezas, ha a presenca de tensoes nao homogéneas que realmente afetam
o processo de difracao. E assim, como geralmente nao podemos dizer que um cristal
real é idealmente perfeito, nem idealmente imperfeito, podemos afirmar que as extingoes
primarias e secundarias sao inseparaveis, mesmo havendo contribuicao bem maior de uma
que da outra e os raios X difratam com uma intensidade ficando em algum lugar entre
os dois valores esperados pelas extingoes. Na extin¢ao secundaria temos por principal
caracteristica o fato de que quando o feixe incidente penetra no cristal, de forma a in-
teragir com os planos atomicos de um bloco, a uma certa profundidade da interface, as
intensidades dos feixes incidentes e difratados serao atenuados ainda mais, pela difracao
de outro bloco vizinho a este, de profundidade diferente, fazendo com que o feixe seja
novamente espalhado em uma direcéo diferente do feixe incidente [4]. E importante notar

que na extincao secundaria tratamos de cristais imperfeitos e logo a periodicidade espa-
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. . . . ~ . . —- —
cial translacional invariante nao pode ser mantida, ou seja, f (ﬁ) #* f (ﬁ + 1), onde [
é o vetor da rede, o que exige um tratamento mais sofisticado, onde as amplitudes dos
coeficientes de Fourier da expansao da densidade eletronica de carga elétrica sao fungoes

que variam no tempo [17].

Figura 10: Modelo de blocos mosaicos [43].

A importancia de consideramos os efeitos de extincao pode ser exemplificada
quando estamos lidamos com topografia de cristais por difracao de raios X. Quando ana-
lisamos uma regiao na qual hé a presenca de imperfeicoes como defeitos, discordancias ou
impurezas obtém-se manchas ou linhas escurecidas, que pode ser visto como uma perda
de uniformidade num padrao devido ao efeito de extincao secundaria em blocos ditos
mosaicos. Ja para regides com alta perfeicao temos uma maior claridade e uniformidade
indicando a presenga de extin¢ao primaria que é caracteristico de cristais com um certo
grau de perfeicao. A obtencao destas informacoes é de suma importancia quando estamos

fazendo uma anédlise das propriedades mecanicas de diversos materiais [17].
3.3 Introdugao ao Formalismo Matematico da Teoria Dindmica (TD)

A teoria cinemaética da difracao considera que as ondas de raios X incidentes
nao sofrem alteracoes significativas ao entrar no cristal, j4 que o tempo gasto para que
essa radiacao se propague no interior deste é muito curto para sofrer alguma variacao
consideravel em suas caracteristicas fisicas [8]. Logo, a expressao que representa tanto o

campo de ondas incidentes no interior como no exterior do cristal é dada por [44]:

E'Oeiwot—iQTrl?S'F (31)
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onde nesta equacao, o numero de onda I?g da onda incidente fora do cristal esta relacio-
nado com o vetor que define a direcao de propagacao da onda fora do cristal Sy através
da equacao K¢ = (1/ /\)go, e onde A é comprimento de onda caracteristico do feixe inci-
dente [§]. E interessante observar que o fato de que esta equacao seja considerada valida
tanto para fora como para dentro do cristal, leva-nos a concluir que a contribuicao fisica
deste para com o campo eletromagnético resultante em seu interior, que constitui das
ondas eletromagnéticas geradas pelos elétrons pertencentes aos atomos que compoem a
sua rede cristalina e que interagem com esta radiacao incidente, é totalmente desprezada,
que por sua vez € uma caracteristica peculiar da teoria cinematica. Mas quando levamos
em conta as interagoes entre as ondas incidentes e difratadas dentro do cristal, o que é
o caso da teoria dinamica, essa expressao s poderd ser usada fora do cristal, visto que
dentro do mesmo ja havera interacao entre os campos de ondas. De acordo com a 6tica,
a fase da onda espalhada é retardada cerca de um quarto do periodo em relacao a onda
incidente. Esta pequena mudancga na fase entre as ondas incidente e espalhada ocorre
para as reflexdes em cada plano de atomos. A velocidade de fase da onda resultante que
passa através do cristal é entao modificada e a velocidade da radiacao que atravessa o
cristal nao é portanto a velocidade da luz. Isso implica a existéncia de uma correcao no
indice de refracao dos raios X nos cristais. Consequentemente, é esperada uma pequena
modificacao na lei de Bragg. Assim, a teoria dinamica da difracao de raios X é desenvol-
vida mais precisamente para o mecanismo da difracao, a saber, a formacao dos campos
de onda no cristal [45].

Como a onda incidente tem um campo elétrico associado a ela, quando esta
onda se encontra no interior do cristal ird induzir neste uma pequena polarizagao. Assim,
temos que a expressao da onda para o interior do cristal deve incluir deslocamento elétrico

causado pela onda incidente externa, que logo ficaria escrita como:

D_»Oeiwot—iQﬂ'I?Hi“’ (32)

onde 50 é o vetor deslocamento elétrico e K g € o vetor de onda da onda presente no
interior do cristal. Determinaremos 130 e K u a partir do fato de que a onda incidente
externa deve estar associada a onda incidente interna e que as ondas incidentes e difratadas
internas devem formar um conjunto auto consistente [§]. Quando se considera a condigao
de contorno na superficie de separacao entre os dois meios 7 - 7 = 0 é 1til lembrar que a
constante dielétrica na regiao dos raios x difere ligeiramente de um, ou seja, igual a 1+ 9,
onde § é suposto ser muito menor do que um. Logo, como o indice de refracao do meio

cristalino é muito préximo de um, podemos concluir que o feixe incidente sofrera apenas
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um pequeno desvio da direcao de incidéncia. Assim, podemos obter facilmente através

da geometria do problema que:

K% = K2(1+400)% &~ K2(1+ 25). (3.3)

Ao fazer uma anélise nas bordas, as fungoes exponenciais em (3.2)) e (3.3) devem se igualar
na superficie, ou seja, em n.-7 = 0, 0 que s6 acontecera fisicamente, segundo a lei de Snell,

se Ky = Ko+ AR, que nos leva a uma variagdo A = Kydg/7o €, portanto, chegamos a:

}?H = }?0 + (Koéo/’}/o)ﬁ, (34)

onde vy é o cosseno do angulo entre a direcao de incidéncia fora do cristal e a normal a
superficie do cristal, e o indice de refracao é definido como sendo 1 + gy, onde dy é uma
pequena quantidade diferente de zero [§]. Como estamos tratando de um fenomeno eletro-
magnético em uma superficie de um cristal, devemos levar em consideracao as condi¢oes
de contorno para materiais dielétricos, que é dada pela continuidade da componente nor-
mal do vetor deslocamento elétrico e da componente tangencial do vetor campo elétrico.

Assumindo que a constante dielétrica é aproximadamente um, temos que:

50 ~ Eo. (35)

Jé& a constante dielétrica k e a polarizabilidade por unidade de volume « estao relacionadas

pela seguinte equacao:

k=1+4na/(1+4ra/3) = 1+ 4ra, (3.6)

onde a aproximagao ¢ justificada pelo fato de que a é muito menor que um. Ja no
tratamento cinematico e como dissemos anteriormente, a constante dielétrica é uma funcao
periddica da posicao. Introduzindo 1) que representara a funcao 4wa, que devido esta ser

periddica podemos escrevé-la como uma série de Fourier dada por:

Y =dra =Y yye miknT, (3.7)
H

Dos resultados da teoria cinematica temos que:

Vg = —4ne* Fy /mw?V, (3.8)

onde Fy é o fator de estrutura do material, m, ¢ e w sao respectivamente, a massa, a carga
e a frequéncia angular do elétron e V é o volume da célula unitaria do cristal. Como o

indice de refracao pode ser escrito em fungao da constante dielétrica, ele também sera uma
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funcao da posicao, e da Equacao podemos concluir que o mesmo serd complexo devido
a presenca do fator de estrutura do meio cristalino. O fato de este ter uma parte complexa
implica diretamente que a difracao é acompanhada por absorcao. Assim, podemos separar
a parte real da parte imagindria da funcao periddica obtendo que ¥ = ¢’ + )" e a
parte imaginaria do indice de refracao esta associada ao coeficiente de absor¢ao normal a

superficie, que é escrito como:

1o = —2m” /. (3.9)

E bom lembrar que ao considerarmos a absor¢ao que ocorre no processo, estamos indo
além do que a teoria cinemaética previa, pois foi justamente neste ponto em que ela falhou
com o principio da conservacao da energia. Em outras palavras, na teoria cinematica
foi assumido que as ondas eletromagnéticas que compoem a radiacao incidente nao eram
afetadas pela presenga do meio cristalino [I1]. Afirmacao esta que expressa muito bem
as limitagoes de sua abordagem no estudo do fenomeno. Na realidade, o feixe incidente
sofrerd absorcao ao atravessar o meio material, ou seja, havera um desvio do fluxo de
energia do feixe incidente conforme este feixe se propague no meio material, devido ao
fato de que acontecerao interagoes fisicas entre os campos eletromagnéticos provenientes
da radiagao incidente e os intrinsecos do cristal.

Uma evidéncia da ocorréncia desta interagao é a atenuagao da propagacao dos
raios X no meio material. Trés principais efeitos contribuem para esta absorcao: absorcao
fotoelétrica, na qual a energia da radiacao incidente é convertida em energia cinética de
elétrons ejetados mais a energia potencial dos atomos excitados, espalhamento ineldstico
por efeito Compton em outras diregoes e por espalhamento inelastico de energia em outras
direcoes devido ao espalhamento térmico difuso. Logo, o coeficiente de absorcao é uma
soma dos coeficientes desses trés efeitos que ocorrem no meio material. Como explicaremos
no capitulo 4, o fator de estrutura calculado, quando estamos considerando as interagoes
dinamicas presentes no fenomeno, devera ser acrescentado de dois termos de correcao que
estao presentes na referéncia [63], um termo real e outro complexo. A parte complexa
estd relacionada com o fenomeno de absorcao, assim como a parte real esta ligada ao
fenomeno de ressonancia. Na medida em que a radiagao penetra, numa incidéncia normal
a superficie, no meio material com coeficiente de absorcao normal a superficie ;4 a uma
distancia dz, a intensidade do feixe incidente decai de dI de maneira que podemos escrever

que:

— = —udz. (3.10)
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E assim, escrever que

I = Iye ", (3.11)

onde [ ¢ a intensidade da radiacao incidente na superficie do cristal e x é a profundidade
de penetracao.

Como sera mencionado mais detalhadamente nas secoes posteriores, ha duas
possibilidades de caminho percorrido pelo feixe no interior do cristal: na primeira ele
atravessa o meio cristalino retornando entao ao meio proveniente pela mesma face na qual
ele penetrou no cristal (caso Bragg - reflexdo), e na outra o feixe atravessa todo o meio
cristalino retornando entao ao meio proveniente pela outra face paralela a primeira (caso
Laue - transmissao). A influéncia do efeito de absor¢ao devido o aumento da espessura
do cristal é mais bem definida no caso Laue, pois neste caso, além de termos o valor da
distancia percorrida pelo feixe dentro do cristal em fungao da espessura mais precisamente,
a expressao que define a intensidade difratada é uma funcao exponencial do negativo do
produto do coeficiente de absorgao pela espessura do cristal como mostra [8]. Quando se
trata de cristais de baixa absorcao e de espessura muito pequena o produto pode assumir
um valor muito menor que um, ou seja, I = Iy e logo, os efeitos dinamicos que consistem
de: absorcao e extingao podem ser desprezados, e assim, temos que a teoria cinematica

se mostra como um bom limite da teoria dinamica para cristais pouco espessos.
3.4 A Constante dielétrica e sua periodicidade

Na teoria da difracao de raios X, os cristais sao constituidos de distribuicoes
periddicas de matéria, de tal forma que as suas propriedades fisicas também sao periddicas
no espago, podendo assim ser representadas por séries de Fourier [3]. Um dos fatores que
tem importancia quando se trata de difracao de raios X é a densidade eletronica, ja
que essa esta diretamente ligada a forma como a matéria que constitui o cristal reage a
incidéncia dos campos de onda que constituem os feixes, podendo assim tornar possivel
uma melhor andlise do comportamento desses feixes difratados.

Também foi frisada a necessidade de inserirmos a constante dielétrica neste
estudo, ja que se trata de uma propriedade extensiva do meio material e que também ¢é
periddica no espaco, assim como a densidade eletronica. Definindo a densidade eletronica

CcOo1mo

p(F) = (1/V) Y Fye 277, (3.12)

onde V é o volume da célula unitaria e H é o vetor da rede reciproca, dado pela expressao
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H = hay + kl;g + [c;, onde a7, I;*l‘ e Cj sao os vetores base da rede reciproca e que h, ke
[ sao os indices de Miller. Na Equacao [3.12] Fy é o fator de estrutura do cristal, que é

definido como sendo:

F = / p(F)e2mifD gy, (3.13)
\4

No presente modelo, os atomos se comportam como esferas rigidas e sao desprezadas
quaisquer vibragoes devido a efeitos térmicos. O fator de estrutura do cristal também

pode ser escrito como

Fy =Y fe®mifn (3.14)

onde f, é o fator de espalhamento atomico dos n-ésimos elementos presentes na estru-
tura e o somatério se estende sobre todos os atomos presentes na célula unitaria. Do
eletromagnetismo classico, o vetor deslocamento elétrico D pode ser escrito em termos do
campo elétrico incidente sobre o meio material e da polarizabilidade ﬁ, na qual este esta
sendo sujeito, como

—

D = keoE = o + P. (3.15)

Considerando que todo o cristal é constituido por atomos, que possuem elétrons ligados
que irao interagir com o campo de ondas incidente £ = Egexp(iwt), e que esses elétrons
estao vibrando com uma frequéncia de oscilacao natural wy, temos que a equagao que

governa o movimento dos elétrons, com F na direcao x, é dada por

APz
mi
dt?

A solucao para esta equagao pode ser facilmente encontrada se supusermos uma solugao

= —mw?z + eEgexp(iwt). (3.16)

na forma de x(t) = Ae(™?, fazendo as derivadas e substituindo na equacdo diferencial

obtemos o valor de A. Assim, temos que a solucao é dada por:

x(t) = [eEy/m(w? — wi)]exp(iwt). (3.17)

Para o caso em que w muito maior que wy, a frequéncia natural de oscilacao, a polarizacao

que pode ser escrita como P = pex, fica sendo expressa por

P = —peleEy/m(w?® — w})]exp(iwt) (3.18)

sendo e a carga do elétron e w pode ser expresso por
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w = 2mv = 27c/ A, (3.19)

onde v é a frequéncia de oscilagao do feixe incidente. Assim, para a equacao da polarizacao,

substituindo a Equacao [3.19 na Equagao temos:

P = —p(P) (2 Eg\? /4n*mc?)exp(iwt). (3.20)

Substituindo o resultado encontrado na Equacao (3.20) na Equagao (3.16]), obtemos que:

k= 1—[(e?/mc*)(\?*/4en?)]p(F) (3.21)

onde o termo (e?/4meymc?) é o raio cldssico do elétron 7. , com valor igual a 2,818x10~!3

cm. Assim temos que:

k=1—1.\/7)p(7). (3.22)

Definindo I'" como sendo

[ =70 /7V = (e? /dmegmc®) N 7V (3.23)

Utilizando a Equacao (3.12) e substituindo o resultado encontrado em ([3.23]) na equagao
(3.22), obtém-se finalmente que

P =1-TY Fyexp(2mi - 7) (3.24)
H

e podemos ver claramente que a expressao para a “constante” dielétrica, obtida acima
também é uma funcao do tempo se levarmos em consideragao as vibracoes da rede cris-

talina.
3.5 Equagoes Fundamentais da Teoria Dinamica

Considerando que a condutividade do cristal seja zero para a faixa de frequéncias
de raios X incidente poderemos desprezar os efeitos térmicos como perda de calor, e assim
tratar o meio cristalino como sendo o vacuo, ou seja, sem perda de calor [3]. Assim,
usando trés das equagoes de Maxwell abaixo para encontrar os campos de ondas que sao

possiveis no meio cristalino, temos:

V x E =—0B/ot (3.25)
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V x M = dD/ot (3.26)

V-E=0. (3.27)

onde aqui o vetor M representa do vetor campo magnético. Supondo que o vetor de onda
da onda difratada possua caracteristicas semelhantes as do vetor de onda da onda incidente
e a onda incidente seja espalhada pelas componentes de Fourier da densidade de carga
com periodicidade H , entao o vetor da onda espalhada é dado por Ky = Ko+ H. Pelo
fato de levarmos em conta a absorcao, é necessario assumir que o vetor de onda seja uma
entidade complexa, expresso por K =K' +iK” onde K' e K” sio reais e representam,
respectivamente, termos relacionados com a propagacao e absorcao pelo cristal e sua

representacao é facilmente compreendida e visualizada com o auxilio da Figura

FRENTES DE ABSORCAO

=4
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Il
I
I
i
I

1
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-‘-‘-h-‘-‘-_‘-l—

Figura 11: A parte imaginéaria do vetor de onda representa a absorcao, que é normal a
superficie do cristal. A parte real do vetor de onda descreve a propagagao da onda [3].

Assumindo que os vetores E, D e M possam ser expressos como uma super-

posicao de ondas planas e sendo H o vetor da rede reciproca, temos que:

D — p2mivt Z 5H6727ri1—()-1:’, (3.28)
H

onde o vetor campo elétrico e o vetor campo magnético também podem ser expressos de

maneira analoga. Ao fazer as derivadas destas fun¢des obtemos que:

—

aD . — L o
o = 2mive™ Y DT (3.29)
H
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V x D = —2mive®™t ZﬁH X I?He_2”iﬁ'F. (3.30)
H

Para os outros campos teremos formas idénticas. Ao substituirmos os resultados encon-

trados nas equagoes de Maxwell, obteremos que:

KH X EH = ,lLol/MH (331)
€

As equacoes obtidas podem ser resolvidas da seguinte maneira. Primeiramente fazemos o

produto vetorial da Equacao m por l_(} H, que resulta em:

[?H X ([?H X EH) = —,uol/zl_jH (333)

onde através de uma analise entre o campo elétrico e o deslocamento elétrico usando K e

as funcoes de Bloch, temos que

Z ﬁHe—mf?-f — e[l =T Z FHe—Qmﬁ~F] Z Epe—mz?-?
D H P

= ¢ ZEPef%ril?-F _ EFZZ FHEPefQﬂi(HJrI_(‘)-F’ (334)
P H P

e agora, precisamos selecionar apenas as ondas que satisfazem a lei de Bragg, que por sua
vez darao origem ao feixe difratado. Usando a lei de Bragg na forma vetorial, temos que
Ky = Kp + H, lembrando que H é o vetor da rede reciproca e dai, fazemos Kp + H =

K p+p- Logo o dltimo somatorio da Equacao pode ser expresso por:

SN FuBpe T — By S e AT N S Py pe T
P

H P H#P P

— )Y Ege 07 4 SNy Bpe AT (3.35)
H H#P P

Agora, substituindo a equagao obtida acima na Equacao trazendo todos os termos

para o primeiro membro, de forma a igualar o coeficiente do somatorio obteremos que

D=e(1-TR)Eg —el Y. Fy_pEp (3.36)
H#P
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onde o termo (1 — I'Fy) é o primeiro termo da Equagao , na qual define a constante
dielétrica como sendo uma série de Fourier. Podemos também afirmar que este termo
¢ identificado como o valor médio da constante dielétrica, pois todos os outros termos
restantes do somatdério tém contribuicoes cada vez menores, contribuindo assim cada vez
menos. Essas observagoes nos fazem concluir que o deslocamento elétrico pode ser expresso
por /ﬁzeoﬁ , 0 que ja tinhamos suposto anteriormente, e que a constante dielétrica do cristal
tem valor bem préximo de 1 para os raios X. Utilizando a equagao obtida na relacao |3.35

e usando a seguinte identidade

Ax (BxC)=B(A-C)-C(A- B) (3.37)
encontramos um sistema de equacoes lineares fundamentais da teoria dinamica que forne-

cem os campos de onda que se propagam dentro do cristal, e que satisfazem as equagoes

de Maxwell e a lei de Bragg. Lembrando que eyuor? = k2, temos que

k*(1 —TFy) — (Kg - Kg)|Eg — k*v Y. Fy_pEp+ (Ky - Eg)Ky =0 (3.38)
P#H

onde, para cada valor dos indices H = (h, k1), H pode ser escrito como H = h&*—l—kg*—l—lé“‘,
essas equagoes sao complexas e nao se pode separar a parte real da parte imaginaria sem
antes achar suas solucoes explicitamente. Das equacgoes iniciais e podemos
perceber que os vetores 5, KeM , sao mutuamente ortogonais e pela Equagao
temos que os vetores D e E estio praticamente na mesma direcao, logo podemos afirmar
que o termo (l? ) H)ff n = 0, pois a componente longitudinal de E pode ser desprezada.
Para facilitar a analise, estamos considerando a existéncia de apenas uma onda difratada
produzida, logo, tomamos duas equacoes, nas quais os indices sao H e 0 e apds 0 e H,

respectivamente. Assim obtemos

[k2(1 = TFy) — (Ko - Ko)|Ey — KT P Ey =0 (3.39)

—IPTCFyEy + [K*(1 —TF) — (K- Kp)|Eg =0 (3.40)

onde P, é o valor que corresponde aos dois possiveis estados de polarizagao, que podem
ser 1 ou cos(20), respectivamente, para a polarizacdo o ( é perpendicular ao plano de
incidéncia) ou para a polarizagao 7 ( no plano de incidéncia) [4]. Para que o sistema de
equacgoes lineares homogéneas tenha solucao é necessario que o determinante da matriz

2x2 seja nulo, o que ird restringir os possiveis valores para os vetores de onda (Ko e Kpg)
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no meio cristalino. Assim, temos que

(1 —TEy) — (Ko - Ko) kTP

o -0 (3.41)
—k2TCFy k(1 —TF) — (Ky - Kg)]

onde k é o médulo do vetor de onda no vacuo e desejamos encontrar também os valores de
Eye E 11, que sao os auto vetores da equagao. Os autovalores & e £ do determinante sao
as diferencas entre os dois vetores de onda, fora e dentro do cristal de modo que coincidam
com o centro da esfera de Ewald. Com o objetivo de abreviar as equacoes, definimos os
fatores 2k&y e 2k&Ey

2k = Ko - Ko — k(1 — 'Fy) (3.42)

2kéy = Ky - Ky — k*(1 —TFy) (3.43)

onde & e &y sao as diferencas entre os modulos do vetor de onda das ondas dentro do
cristal, e o modulo do vetor de onda das ondas no vacuo corrigido pelo indice de refracao.

Escrevendo a Equacao [3.42| como um produto da soma pela diferenca

2kéo = [(Ko - Ko)'/? — k(1 — TF)Y?)[(Ko - Ko)? + k(1 — TF,)Y? (3.44)

e por sua vez o termo (1 — I'Fy)/2, que representa a raiz do valor médio da constante
dielétrica, e pode ser substituido por uma série de Taylor, (considerando apenas os dois

primeiros termos da série) reescrita da seguinte forma

2kt = (Ko Bo)* k(1= SRy Bo) 4k (1= 50)] (3.45)

Com uma boa aproximacao podemos fazer o termo da soma igual a 2k e logo obtemos

para &
. ['F,
o= (Ko Ko =k (1-230). (3.4
e de maneira analoga obtemos para £y
L ['F,
y = (KH.KH)1/2_k(1—2()), (3.47)

e assim temos que o valor do determinante em termos de &, e £g resulta em
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&l = (K°CPT?*Fy Fy) /4 (3.48)

que corresponde a uma equacao de dispersao que leva a definir uma superficie de dispersao

(M1, [3]].
3.6 Os tie points e as Superficies de Dispersao

Devemos agora interpretar geometricamente as condigoes estabelecidas pela
Equacao|3.46| a respeito dos vetores de onda. Desde que &y e £y sao valores complexos por
estarem ligados ao fator de estrutura, geralmente apenas suas partes reais sao expostas no
espago reciproco e estao ligadas a variagao no vetor de onda incidente e difratado, devido
a refracao. Assim, a parte real é a diferenca entre o médulo do vetor de onda da onda que
se propaga dentro do cristal corrigida pelo indice de refracao, e da onda que se propaga
no vacuo, e da Equacao [3.46| corresponde matematicamente a equagao que descreve uma
superficie hiperbdlica enquanto que a parte imaginaria esta relacionada a absorcao.

Na Figura[12|é mostrada a construcao da esfera de Ewald na teoria cineméatica
da difracao. Como nesta teoria a influéncia da espessura do cristal na expressao da
intensidade nao ¢é considerada, ou seja, nao se considera as interagoes que ocorrem entre
os campos de onda, o uso dela é adequado apenas caso o feixe nao penetre no interior
do cristal, pois uma vez que o feixe penetre no cristal, ird interagir com os elétrons e
ocorrera absorcao parcial da intensidade do feixe incidente. Note que a cauda do vetor de
onda da onda incidente no vécuo, coincide com o centro da esfera (ponto L), chamado de
ponto Laue. Isso indica claramente que, ja que o vetor da onda espalhada também tem
o mesmo tamanho (mddulo) que o vetor da onda incidente, esses vetores praticamente
diferem entre si apenas na direcao e, portanto suas demais caracteristicas que nao estejam
relacionadas com a direcao de propagacao permanecem inalteradas.

O fato de o raio da esfera permanecer constante indica que nao ha dispersao
de energia. Ja para o caso da onda que entra no interior do cristal, que interage nao so
geometricamente, mas também ocorrem interacoes de modo que algumas de suas carac-
teristicas fisicas alteraram-se devido a levarmos em conta o indice de refracao, o vetor de
onda da onda incidente dentro do cristal pode ser aproximado por k[1 — (1/2)T'Fp], ou
seja, o centro da esfera sofre um ligeiro deslocamento gerado por outra esfera centrada
em @, também conhecido como ponto de Lorentz, como é ilustrado na Figura [13] onde L,
seria o centro da esfera no vécuo e H é o vetor da rede reciproca.

Deve ser mencionado que na figura, a distancia de L a Q foi exagerada, com

respeito ao raio da esfera para obtermos uma melhor visualizagao. Além do deslocamento
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Figura 12: Esfera de Ewald e a lei de Bragg [3].

Figura 13: Esfera de Ewald corrigida pelo indice de refracao do meio cristalino. L, o
ponto Laue é o centro da esfera considerando o vacuo como meio e (Q é o centro da esfera
considerando o meio. H é o vetor da rede reciproca [3].

da esfera podemos perceber que ha também uma reducao do valor do tamanho de seu
raio de (1/2)['Fy, indicando assim que o médulo do feixe incidente dentro do cristal sofre
esta mesma reducgao, que ja foi mencionado anteriormente e que pode ser visto na Figura
13l

Essa reducao no médulo do vetor de onda implica um aumento no comprimento
de onda dos fétons com a consequente diminuicao da energia, o que leva a concluir que
existe absor¢ao no interior do cristal [3]. Assim, pode-se notar que a presenga do meio
cristalino influencia diretamente o processo de difracao, trazendo consigo fenomenos que
estao totalmente fora do escopo da teoria cinematica.

Munido dessas defini¢des e notando a representagao geométrica da parte real
dos parametros de dispersao & e £y na Figura [14] o ponto A que se encontra na regiao
entre os centros das esferas de Ewald no vacuo e no cristal, representa uma solucao

permitida. Pode-se ver que na Figura [14] temos dois ramos, o ramo («) e ramo (), cada
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qual com dois estados de polarizagao, polarizagao (7) e polarizagao (o).
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Figura 14: Superficies de dispersao [3].

Na medida em que o feixe penetra no interior do cristal mudancas irao surgir,
dentre elas sua dire¢ao. Podemos perceber, pela Figura [14], que as quantidades & e &y
sao exatamente as quantidades necessarias a serem acrescentadas aos nimeros de onda
da onda incidente e da onda refletida, para que a lei de Bragg seja sempre satisfeita.
Em outras palavras, temos que estas quantidades sao relacionadas a variagao do vetor de
onda por considerar o meio cristalino, e assim, seu indice de refragao. Chamamos pontos
semelhantes ao ponto A, que tem por caracteristica satisfazer a lei de Bragg pelo mesmo
processo, de tie points.

A regiao ou superficie onde esses pontos podem se encontrar é chamada de uma
superficie de dispersao, que pode ser vista na Figura [I5] Para regides muito préximas
do ponto Q, as esferas que se encontram centradas em O e H formam assintotas para as
hipérboles ou superficies de dispersao. Essas hipérboles sao mostradas como linhas fortes

na Figura[l5] Por questao de defini¢do, chama-se a hipérbole situada a esquerda de ramo
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a e a hipérbole a direita de ramo . E interessante notar que com o aumento, por exemplo,
do indice de refragao do cristal, a distancia entre L e D também aumenta. Como o vetor
campo elétrico da onda incidente, expresso por Ey = Fo5 + FEy7, possui dois possiveis
estados de polarizagao, as linhas hiperbdlicas solidas na Figura 15| representam o estado de
polarizacao o, assim como as linhas hiperbdlicas tracejadas representam a polarizacao .
Esses estados de polarizagao nos dao as fracoes de propagacao nos respectivos planos desta
onda para cada um dos ramos presentes na Figura [15, ramo « e ramo . Consideremos,
por exemplo, o ponto As. [?65 e K Hp 540 as partes reais dos vetores de onda dos feixes
incidente e difratado permitidos pela superficie de dispersao do ramo 3, onde ;5 é a
diferenca entre o vetor de onda dentro e fora do cristal para o feixe incidente Kzﬁ e $up
¢ a diferenca entre o vetor de onda fora e dentro do cristal para o feixe difratado KZB, de
forma a satisfazer a lei de Bragg. Para os tie points que estao situados sobre a linha QL,
(Ay e As), & = &y Esses dois pontos definem um diametro da hipérbole que é associada
a equagao [3.48| e que resultarda numa largura de reflexao total no caso Bragg levando em

consideracao que o cristal seja perfeito e nao absorvedor.

RAMO e
94
SOBRE ESFERA
4 (000) SOBRE +
T (hkl) T

Figura 15: Representagdo geométrica dos parametros de dispersao [3].

Os parametros &, e £y sao entidades complexas nas quais sua parte real esta
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ligada, como vimos anteriormente, a variagao do comprimento de onda sofrida no cristal,
assim como a parte imaginaria estd ligada ao fenomeno de absorcao. Com tudo isso,
a superficie de dispersao esta diretamente ligada a perda de energia do feixe incidente
devido as interagoes presentes no meio cristalino. E, além de descrever as propriedades
direcionais e de absorcao, os tie points também fornecerao a razao entre os modulos das
amplitudes dos campos | Ey | / | Ey |, que pode ser encontrada facilmente através da
substitui¢ao de e no determinante dado em de onde obtemos
Ey 26 kCT Fy

i _ 3.49

a razao entre as intensidades refletida e incidente.

3.7 A Expressao para a Intensidade: Caso Bragg Simétrico

E de suma importancia obter uma expressao que relacione as intensidades
refletida e incidente, a fim de podermos fazer uma andlise mais profunda dos efeitos
dinamicos presentes no fenomeno de difracao, por exemplo, a absorcao da energia e da
excitacao dos atomos na rede cristalina, e assim estudar como esses efeitos se acentuam e

variam com o aumento da espessura e com mudancas dos elementos espalhadores.

(a) Caso Bragg simétrico (b) Caso Laue simétrico
k k”
k = k’
| d | d

Figura 16: Difragdo em um cristal para os casos Bragg e Laue [46].

Assumindo o caso em que temos um cristal de espessura ty em que sua su-
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perficie de incidéncia seja constituida de planos paralelos a ela e onde as equacoes nas
bordas sao: n-7=0e -7 = ty, temos que a onda incidente entra no cristal através do
plano 7i- 7 = 0, a onda espalhada na superficie 77-7 = 0 e a onda transmitida na superficie
-7 = tg. O caso em que os feixes emergirao pela superficie 77 - ¥ = 0 é chamado caso
Bragg [§]. Logo, como teremos condigoes de contorno diferentes para cada borda, torna-se
necessario distinguir os possiveis casos, ilustrados na Figura . E importante definir um
parametro que chamamos de b, que relacione os cossenos diretores dos angulos que forne-
cem as direcoes de propagacao das ondas dentro e fora do cristal. O cosseno diretor para
o feixe incidente é definido por 7, e para o feixe difratado de vg. Logo temos a seguinte
equagao dada por b = 7o /vy. Se b for positivo a onda difratada emerge através do plano
n -7 = tg e chamamos este caso de caso Laue, ou também conhecido como o caso onde
havera a transmissao geométrica. Se for negativo, que se tratara do caso Bragg, teremos
que a onda difratada emergira através da borda 7 - 77 = 0, ou melhor, este é o caso onde
ocorrera a reflexao geométrica, e é este o caso que sera estudado no presente trabalho.
No caso Laue simétrico, os planos atomicos pertencentes ao cristal sao perpendiculares a
superficie do mesmo, e o b serd igual a 1; ja no caso Bragg simétrico, caso onde os planos
atomicos do cristal sao paralelos a superficie do cristal, o valor de b é igual a —1. Este
ultimo sera o caso estudado neste trabalho.

Como ja dito anteriormente, devido a interacao da onda incidente com o meio
cristalino, as ondas incidentes externas sao diferentes das ondas incidentes internas. Das

condicoes de contorno do problema, a onda incidente do interior do cristal é dada por:

By = olist-2miRon)( Foient 4 Boe-ien) (3.50)

e para a onda difratada no interior do cristal, temos:

EO” = ei“t_2m([?°+ﬁ)'77(x1ﬁoe_i%t + $2506_i¢2t) (3-51)
onde
o1 = 27r’fy(6050 e Py = 27"7{{7,(0)50 (352)

1 € g sdo parametros relacionados com os tie points. Ja os termos ) e v,” utilizados
na notacao do Zachariasen [§] sdo equivalentes na notacao do Battermann [3] aos & e &y,

e estes podem ser expressos da seguinte maneira:

1
& = 5(@/)0 —z4+1/q+ 2?) (3.53)
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(5077 = ;(’(bo —zZ—1/q+ Z2> (354)

e ¢ = byyyi)g, onde o parametro b serd igual a -1. J4 o parametro z pode ser expresso
como sendo
1= b

A variavel « estd associada com o desvio angular em torno do ponto de difracdo méximo,

no angulo de Bragg e pode ser expressa como sendo

a =~ 2(0p — 0)sin(20). (3.56)

Na superficie de entrada 77-7 = 0, a onda incidente externa deve ser igual a onda incidente

interna, formando assim um conjunto consistente. Por esta condi¢ao de contorno, usando

as Equagoes [3.50] e [3.51] temos que:

D))+ Dy = EE. (3.57)

Particularmente em nossos estudos, a onda difratada na superficie 77 - ¥ = ¢y, deve ser
zero, de maneira que toda a onda retornard ao meio proveniente. Por esta condicao de

contorno, a Equagao [3.51| fica:

clxlD{) + CQ.CEQD()” = O, (358)

onde chamamos e#'! de ¢; e e¥?! de cy. Através das equacoes e encontramos os

valores de Djj e de Dy”, que sao dados por:

Dy= (522 )Es e Dy = (522 ) B (3.59)

CoTo2—C1X1 CoTo2—C1X]
e apés definirmos estes parametros, podemos usa-los de modo a obter uma expressao
para a razao entre as intensidades difratada e incidente. Sabendo que a razao entre as
intensidades é proporcional ao quadrado da razao dos respectivos campos elétricos, temos
que:

2

(3.60)

M_Vﬁ
Iy 1B

Da expressao acima, usando as equacgoes anteriores e considerando todas as condigoes de

contorno do problema, temos que a expressao para a razao entre as intensidades pode ser

desenvolvida de maneira que possa ser escrita como [8]:
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In v | ¥ |? {(sin*av + sinh?aw)}
Iy |q+22] +{| g+ 22|+ |22 |}senh?aw — {| g+ 22 | — | 22 |) }sen2av+

S a4 [+ |2 PY= [ g PIE senh | 2005 | {la+ 2% | = | = Y~ | g Pl senh | 2av |

(3.61)
onde tem-se que os cossenos diretores estao relacionados com a espessura média do cristal
pela seguinte equacao
t= 1L + * to. (3.62)
2\ m
Na equacao acima, ty é a espessura do cristal perpendicular a sua superficie e ¢t é o
caminho médio percorrido pelo feixe no interior do cristal. A variavel a na Equacao
[3.61] é a varidvel que carrega consigo a dependéncia com a espessura do cristal e pode ser
escrita da seguinte maneira:

wkto

a= . 3.63
Yo ( )

Enfim, através do uso da equacao geral no caso Bragg para cristais absorvedores e de

espessura arbitréria, [3.61 pode ser obtido o perfil de difracao via teoria dinamica da
difracao. Logicamente a razao entre elas deve ser menor que um, ja que estamos conside-
rando os efeitos dinamicos citados no decorrer do desenvolvimento deste trabalho, como a
absorcao, excitacao e as possiveis extingoes que podem estar presentes no cristal, havera
uma forte atenuacao desta para grandes valores de espessura. Isto ocorre, é claro, devido
ao fato de que com o aumento do caminho percorrido pelo feixe no interior do cristal,
maior sera a absorcao parcial dos feixes incidentes.

Uma das vantagens deste estudo consiste justamente em poder visualizar os
perfis de difracao fazendo variar a espessura do cristal, e assim, poder visualizar a faixa
de valores de espessura nas quais a assimetria do perfil comeca a se acentuar. E claro que
h& outros fatores, que nao sao o objetivo de estudo deste trabalho, e que influenciam o
perfil de difragao como: o formato do cristal, a razao entre os eixos da célula unitaria e
os angulos definidos pela direcao do feixe difratado e os eixos da célula unitédria, assim
como também a largura total a meia altura do perfil tem uma dependéncia com o fator de
polarizacao, fator de estrutura, entre outras variaveis [47]. Também é bom notar que esta
regiao de transicao de um perfil simétrico a um perfil assimétrico dependera do elemento
presente na rede cristalina, da estrutura da célula unitaria, entre algumas outras variaveis.

Esta assimetria no perfil é algo bem caracteristico e peculiar de cristais consi-
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derados espessos e assim, nesta faixa de valores, que varia de elemento a elemento, nao
hé mais conveniéncia em continuar usando a teoria cinematica para a interpretacao dos

resultados obtidos.
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4 METODOLOGIA

Como foi dito anteriormente, neste trabalho foram feitas simulagoes usando
equacoes da teoria dinamica para a validacao de uma regiao de tamanhos na qual a
equagao de Scherrer possa ser seguramente utilizada.

A equagao da intensidade refletida é deduzida a partir de um tnico crista-
lito; e por outro lado, a equacao de Scherrer é usada principalmente para obter tamanhos
de cristalitos em amostras em pd. Geralmente estas amostras sao compostas por uma mis-
tura de cristais de diferentes formas, tamanhos e orientacoes. A distribuicao de orientacao
dos cristais, por exemplo, da origem a um alargamento adicional do pico de difracao, con-
siderando que as diferentes formas podem originar reflexdes assimétricas e casos de Laue,
que também alargam o pico de difracao. Nés concordamos nao incluir todos esses efeitos
nos célculos, e com o intuito de testar a equagao de Scherrer comecaremos considerando
apenas uma unica geometria de difracao. Se neste caso ela falhar, é muito provavel que ela
também ird falhar quando todos estes efeitos forem levados em consideracao. Portanto,
pensaremos na nossa amostra como um material policristalino idealizado constituido por
cristalitos na forma de placas paralelas com espessura D (tamanho do cristalito). To-
das essas placas sao orientadas paralelamente a superficie da amostra e, dentro delas, os
planos de difragao estao orientados paralelamente as suas superficies.

Para a realizacao das simulagoes foi escrita uma rotina usando linguagem C++
e o compilador GNU GCC Compiler. Foi usada a equacao que relaciona a intensidade
difratada com a intensidade incidente do livro do Zachariasen [§] (3.139).

Para a execucao do programa sao realizados os seguintes passos:

(1) - Parametros de entrada: o intervalo angular 26, o comprimento de onda da
radiacdo incidente A, o tamanho de cristalito (ou a distribuigdo de tamanhos) e o aquivo
.cif onde serao lidos os seguintes valores: elementos presentes na fase e suas posigoes de
base, parametros de rede e angulos da cela unitaria, simetria e as operacoes de translacao;

(2) - Com as leituras das posigdes de base e as operagoes de translacao,
encontram-se todas as posi¢oes atomicas na rede e uma vez identificado os elementos
presentes na cela, sdo procurados os fatores de corregao (f” e ”) usados no célculo do fa-
tor de espalhamento atomico para a radiacao utilizada. A partir dai serao encontrados os
planos atomicos relacionados as reflexoes nao nulas e seus respectivos fatores de estrutura
considereando suas multiplicidades, consolidando assim o calculo dos fatores de estrutura.
Estes por sua vez (posigoes angulares, planos hkl, fator de estrutura), sdo armazenados

para os calculos posteriores;
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(3) - De posse da matriz citada anteriormente, sdo calculados para o inter-
valo angular definido pelos parametros de entrada, as intensidades difratadas pela teoria
dinamica, bem como suas respectivas FWHM’s. A figura abaixo ilustra o fluxograma da

rotina apresentada.
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Figura 17: Fluxograma da rotina para o célculo.

Para os materiais escolhidos no presente estudo (Si, LaBg e CeOs) temos as
Figuras (18} [19] e [20) abaixo com suas respectivas celas unitdrias. O fato dos materiais
possuirem mesma cela unitaria minimiza a influéncia dos efeitos de simetria. Outras
grandezas importantes também foram calculadas, como: coeficiente de absorcao, largura

intrinseca, comprimento de extincao, etc.



Figura 18: Cela unitéria do LaBg

Figura 19: Cela unitaria do Si

99



60

Figura 20: Cela unitaria do CeO,

Os casos estudados foram os seguintes: (1) Considera-se que a amostra crista-
lina seja constituida de cristais com mesmo tamanho de cristalitos (caso ideal, primeira
aproximagao) e distribuidas uniformemente em diregdes aleatérias(cap 5). (2) Considera-
se que a amostra cristalina seja representada por uma distribuicao de tamanhos de cris-

talitos (cap 6).



61

5 RESULTADOS - EQUACAO DE SCHERRER APLICADA EM
AMOSTRAS COM PRONUNCIADA UNIFORMIDADE NO
TAMANHO DE CRISTALITO

Os perfis de difragao foram obtidos para trés estruturas cristalinas: Si (grupo
espacial Fd3m), LaBg (Pd3m) e CeOy (Fm3m). A radiacao utilizada foi a de Cu Koy (A
= 1,540598 A) e a onda incidente possui o estado de polarizacao m. A tabela 1 mostra a
lista dos planos hkl do LaBg, usados no trabalho, juntamente com seus respectivos valores
de 26 para radiacao de Cu Ka; (A = 1,540598 A). Sdo mostrados também seus respectivos
fatores de estrutura (valores absolutos e forma complexa) e as larguras total a meia altura
dos picos de difracao (FWHM) para cristais de trés tamanhos diferentes, 10 nm, 100 nm e
1 pm. O intervalo angular vai de 20° até 140° com o intuito de termos um razoavel niimero
de picos de difragao para ambas estruturas adotadas. As tabelas 2 e 3 sao anédlogas para
o Si e para o CeQO,.

Os picos de difracao da amostra policristalina idealizada sao todos devido a
casos Bragg simétricos (ver Fig. A), e as reflexdes assimétricas, como o caso de Laue
ou alargamento devido a distribuigao de orientagoes de particulas dentro do pd, serao
negligenciados. Lembrando que apesar de chamarmos de amostra cristalina, estamos nos
referindo a uma situagao em que estes cristalitos tenham o mesmo tamanho e estejam
todos com suas superficies individuais paralelas a superficie da amostra, de tal maneira
que o efeito de varios cristalitos de mesmo tamanho seja 0 mesmo de apenas um cristalito.

Nas tabelas pode-se comprovar o comportamento esperado das FWHM’s va-
riando com o inverso do cosseno do angulo de Bragg como também diminuindo com o
tamanho de cristalito, o que é esperado pela equacao de Scherrer. Os resultados obtidos
para o calculo de 26, os planos atomicos e para o fator de estrutura foram conferidos
com os resultados obtidos por programas como Diamond 3.2 e o Mercury, aplicando os
devidos arquivos .cif para as amostras consideradas. J& os resultados para o coeficiente
de absorcao foram conferidos com os obtidos da literatura. Como neste trabalho esta-
mos analisando os perfis intrinsecos da amostra, ou seja, as rocking curves, nao houve

necessidade de separar as influéncias instrumentais.
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Tabela 1: Lista de planos hkl para o LaBg, utilizados neste trabalho, juntamente com
as respectivas posigoes angulares 20 para a radiacao de Cu Koy (A = 1,540598 A) Os
fatores de estrutura (F) foram calculados utilizando os fatores de forma atomica dados
por Waasmaier e Kirfel (1995). Para a corregao anémala foram utilizados f’ e f?dados por
Cromer (1970), que para a radiagdo de Cu Koy sdo f’(La) = 1,41534, {’(La) = 9,12962,
f'(B) = 0,00934416 e f"(B) = 0,00398772. As FWHMs, aqui calculadas e obtidas em
260, foram extraidas diretamente das rocking curves usando o angulo para as posicoes de
metade da intensidade méaxima de cada lado do pico.

FWHM (°)
hkl  260(°) F | | 10nm 100 nm 1000 nm
100 21.359 (36.4,9.1) 37.5 0.796 0.080 0.010
110 30.386 (48.1,9.1) 48.9 0.810 0.081 0.009
111 37443 (48.2,9.1) 49.0 0.826 0.083 0.010
200 43.508 (46.8,9.1) 47.7 0.842 0.084 0.010
210 48.959 (40.0,9.1) 41.1 0.859 0.086 0.009
211 53991 (32.3,9.1) 33.6 0.878 0.088 0.009
220 63.221 (33.5,9.1) 34.7 0.918 0.092 0.010
221  67.550 (41.6,9.1) 42.6 0.941 0.094 0.010
300 67.550 (24.7,9.1) 26.3 0.941 0.094 0.010
310 71.748 (39.0,9.1) 40.1 0.965 0.097 0.010
311 75.847 (32.4,9.1) 33.6 0.991 0.099 0.010
222 79.873 (24.3,9.1) 259 1.020 0.102 0.010
320 83.848 (28.3,9.1) 29.7 1.051 0.105 0.011
321 87.795 (30.0,9.1) 31.3 1.085 0.109 0.011
400 95.675 (37.0,9.1) 381 1.165  0.117 0.012
410  99.646 (26.2,9.1) 278 1.212 0.121 0.012
322 99.646 (31.7,9.1) 33.0 1.212 0.121 0.012
411 103.664 (27.8,9.1) 29.2 1.265 0.127 0.013
114 103.664 (27.8,9.1) 29.2 1.265 0.127 0.013
330 103.664 (36.8,9.2) 37.9 1.265 0.127 0.013
331 107.753 (24.3,9.1) 26.0 1.326 0.133 0.013
420 111.937 (29.3,9.1) 30.7 1.397 0.140 0.014
421 116.248 (29.8,9.1) 31.1 1.481 0.148 0.015
332 120.727 (29.3,9.1) 30.7 1.581 0.158 0.016
422 130.413 (22.4,9.1) 24.2 1.865 0.186 0.019
430 135.805 (19.8,9.1) 21.8 2.079 0.208 0.021
500 135.805 (22.9,9.1) 24.7 2.079 0.208 0.021

Fonte: MUNIZ, 2016 [64].
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E comum a utilizacdo de uma funcao analitica para se ajustar ao pico de
difracao a fim de obter a FWHM, tais como Lorentzianas, Gaussianas ou suas convolugoes.
Neste trabalho, no entanto, nds simplesmente recuperamos as posicoes dos angulos nos
quais se acredita que a largura a meia altura do pico (FWHM) néo apresente qualquer erro
sistematico devido as imprecisoes de ajuste. Geralmente, em experiéncias laboratoriais,
nao ¢ possivel realizar essa extracao devido a presenca do Kas que geralmente nao é
resolvido, e que d4a origem a sobreposigoes de picos, resultando em erros sistematicos. Um
exemplo do perfil de pico de difragao calculado utilizando a teoria dinamica da difragao
de raios X [equacao (3.139) de Zachariasen de 1945], com uma indicacdo da FWHM, é
mostrado nas Figs. [77(b) e [77](c).

Tabela 2: Lista de planos hkl para o Si juntamente com as respectivas posicoes angulares
20 para a radiagao de Cu Koy (A = 1,540598 A) Para a correcao anomala, foram utilizados

f” e f?dados por Cromer (1970), que para a radiacdo de Cu Koy s@o f’(Si) = 0,256147 e
7(Si) = 0.334043.

FWHM (°)
hkl  26(°) F | /| 10nm 100 nm 1000 nm
111 28444  (41.8,44.5) 61.0 0.0140 0.00140 0.000162
220 47305  (71.7,2.6) 71.8 0.0148  0.00148  0.000161
311 56.126  (35.0,-32.3) 47.6 0.0154  0.00154  0.000158
400 69.134  (62.1,2.6) 62.2 0.0165 0.00165 0.000170
331 76.381 (28.4,31.1) 42.1 0.0173  0.00173  0.000175
422 88.036  (55.7,2.6) 55.7 0.0189  0.00189  0.000191
333  94.959 (28.1,-25.4) 379 0.0201 0.00201 0.000203
511  94.959  (25.4, 28.1) 37.9 0.0201 0.00201 0.000203
440 106.717  (50.3,2.6) 50.4 0.0228  0.00228  0.000229
531 114.102 (25.6,-22.9) 344 0.0250  0.00250  0.000250
620 127.557 (45.8,2.6) 459 0.0308  0.00308  0.000308

533 136.908 (20.8,23.4) 31.3 0.0371 0.00371 0.000370
Fonte: MUNIZ, 2016 [64].

A Figura (d) mostra o grafico para as FWHM’s calculadas a partir dos
perfis fornecidos pela difracao contra 26 obtidos para LaBg, onde 20 varia de 20-140°, em
que chamamos o grafico de Scherrer, e a FWHM calculada por Scherrer com k£ = 0,89.
Nesta regiao de tamanho de cristalitos a concordancia entre as duas teorias é totalmente
satisfatéria. E interessante notar que, embora o valor calculado da constante de Scherrer
dada por James [55] é entre 0,98 e 1,3 para cristalitos com cubo, esfera, tetraedro e formas

octaédricos, o valor que foi obtido, 0,89, é suficiente para conseguir um bom ajuste. Este
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valor estd de acordo com a derivagao dada por Klug e Alexander (1974) [33], que assume
uma forma cibica.

Tabela 3: Lista de planos hkl para o CeO, juntamente com as respectivas posicoes angu-
lares 26 para a radiagao de Cu Koy (A = 1,540598 A). Para a correcao anomala, foram

utilizados f’ e f’dados por Cromer (1970), que para a radiacao de Cu Koy sao f'(Ce) =
11.89667, £ (Ce) = 9.76197, £(0) = 0.0500384 e £’ (O) = 0.0326925.

FWHM (°)

hkl  260(°) F | | 10nm 100 nm 1000 nm
111 28.550 (187.9,39.0) 191.9 0.0139  0.00134  0.000227
200 33.084 (133.9,38.7) 139.4 0.0141 0.00134 0.000159
220 47.489 (199.3,39.3) 203.1 0.0148 0.00143 0.000182
311 56.349 (151.3,39.0) 156.3 0.0154 0.00149 0.000152
222 59.096 (117.3,38.7) 123.5 0.0156  0.00151 0.000139
400 69.423 (165.1, 39.3) 169.7 0.0165 0.00161 0.000160
331 76.711 (132.4,39.0) 138.0 0.0173 0.00169 0.000158

( )

( )

( )

( )

( )

420 79.086 (107.0, 38.7) 113.8 0.0176 0.00172 0.000153
422 88.441 (145.5, 39.3) 150.7 0.0189 0.00185 0.000175
511 95416 (120.0, 39.0) 126.1 0.0202 0.00197  0.000179
440 107.281 (132.0, 39.3) 137.7 0.0229 0.00224  0.000203
531  114.75 (110.5, 39.0) 117.2 0.0252 0.00247  0.000221
600 117.335 (92.3,38.7) 100.1 0.0261 0.00257  0.000225
620 128412 (121.9,39.3) 128.1 0.0312 0.00307  0.000275
533 13798 (102.8,39.0) 110.0 0.0379 0.00373 0.000331

335 137.98 (102.8,39.0) 110.0 0.0379  0.00373  0.000331
Fonte: MUNIZ, 2016 [64].
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Figura 21: (a) Geometria de difracdo usada nos célculos pela teoria dinamica: caso Bragg
simétrico. Exemplos de rocking curves (b), (c) obtidos pela teoria dindmica para dois
tamanhos de cristalitos, 10 nm e 1 um. Ip e Iy sao as intensidades dos feixes difratado e
incidente, respectivamente. (d) Comparacao da FWHM obtida a partir das rocking curves
da teoria dinamica e a FWHM obtida usando a equagao de Scherrer para D = 10 nm [64].

A excelente concordancia entre a equagao de Scherrer e a teoria dinamica da
difracdo mostrada na Fig. 1(d) é levada em consideragao para um cristal em forma de

placa muito fina (espessura = 10 nm). Zachariasen (1945) [§], comegando a partir da

absorgao ¢ insignificante (equagao 3.159), ou seja

1/2
FWHM:4<M2> (

T

equagao (3.61), desenvolveu uma aproximagao para a FWHM de cristais finos onde a
Alva|

Dsin(203)>

em que vy ¢ o cosseno da direcao da onda difratada e o 4 multiplicando o termo raiz

(5.1)

quadrada é para dar toda a largura em 26 de um lado para o outro do pico. Para o caso

Bragg simétrico, |yy| = sinfp, e assim a equacao acima se reduz a equacao de Scherrer
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usada convencionalmente.

E também importante notar que a equacao de Scherrer é independente dos
tipos de atomos dentro do cristal, ou mesmo do tipo de rede cristalina, se mantém a
forma da constante de cristal. Portanto, aplicando-a ao LaBg ou a qualquer outro cristal
serd obtido o mesmo resultado e esta é uma grande vantagem desta equacao. A figura
exemplifica esta propriedade, pois a mesma mostra as FWHM’s extraidas das rocking
curves obtidas pelo calculo da intensidade da teoria dinamica para trés cristais diferentes:
Si, LaBg e CeO,. Para os trés cristais, as FWHM'’s seguem a mesma curva dada pela
equagao de Scherrer. A parte superior da Fig. [22| mostra os fatores de estrutura calculados
e pode-se ver que eles nao possuem qualquer correlagdo uns com os outros. Assim, cristais

diferentes e diferentes fatores de estrutura produzem os mesmos valores para FWHM.
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Figura 22: Parte superior: fatores de estrutura calculados para o Si, LaBg e CeOy para A
= 1.540598 A. Os fatores de estrutura sio muito diferentes quando se compara os cristais
uns com os outros. Parte inferior: a FWHM extraida da teoria dinamica calculada por
meio das rocking curves para os mesmos trés cristais. As FWHMs dos trés cristais sao as
mesmas ¢ seguem a curva determinada pela equagao de Scherrer [64].

E seguro assumir que os resultados mostrados na Fig. indicam que D =
100 nm pode ser considerado pequeno e, portanto, ainda estamos no regime onde a teoria
cinematica estd de acordo com a teoria dinamica. O préximo passo é avaliar até onde

esta concordancia vai para cristalitos maiores.
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Para analisar a concordancia entre as duas teorias em seus amplos aspectos
foram plotados os perfis de difragao para o LaBg para diferentes tamanhos de cristalitos.
Na Fig. podemos ver o perfil de difracao para cristalitos de 10, 20, 30, 40 e 50 nm.
Este perfil é constituido de todos os perfis intrinsecos da amostra (rocking curves para
cada plano cristalino) e pode-se confirmar que eles reproduzem o comportamento espe-
rado em experimentos referentes aos aspectos estruturais, tais como: (1) As intensidades
aumentam com o aumento do tamanho de cristalito; (2) As FWHM’s dos picos de difragao
diminuem com o tamanho de cristalito; (3) A raz@o entre as intensidades permanecem
constante com o aumento do tamanho de cristalitos para a regiao considerada. Na Fig.

podemos ver mais claramente este efeito.
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Figura 23: Perfil obtido pela Teoria Dinamica para o LaBg para os valores de 10, 20, 30,
40 e 50 nm de tamanho de cristalitos.
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Figura 24: Perfil obtido pela Teoria Dinamica para o LaBg para os valores de 10, 20, 30,
40 e 50 nm de tamanho de cristalitos.

E conhecido que a equacao de Scherrer possui validade comprovada para cris-
talitos perfeitos e que possuem tamanhos de cristalitos pequenos, e isso pode ser verificado
na Fig. 25l Pode-se notar claramente que as larguras variam diretamente com o inverso
do cosseno ao passo que também assumem menores valores com o aumento do tamanho
de cristalito. Enquanto a faixa de valores para o tamanho de cristalito se concentra na
ordem de dezenas de nanometros o comportamento esperado pela equacao de Scherrer é
perfeitamente verificada pelas simulacoes baseadas na teoria dinamica. Mas ao simular

o perfil para cristalitos com tamanho de cristalito da ordem de centenas de nandmetros
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se percebe o surgimento de um afastamento da curva de Scherrer, e conforme aumenta o
tamanho de cristalito, esta divergéncia aumentara. Isso pode ser verificado na Figura [26],
onde temos as curvas das FWHM’s para cristalitos de tamanho 100, 250, 500 750 e 1000
nm. Ja na Figura temos uma ampliacao das larguras para o cristalito de 1000 nm,

bem como a curva de Scherrer para o cristalito de mesmo tamanho.
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Figura 25: Grafico dos valores para FWHM obtidos para o LaBg para os valores de 10,
20, 30, 40 e 50 nm de tamanho de cristalitos.

O surgimento destes erros sao associados ao fato de que os efeitos dinamicos
relacionados ao tamanho de cristalito se tornam cada vez mais pronunciados conforme
o tamanho de cristalito também aumente. Lembrando que estes efeitos sao dependentes
do tamanho de cristalito e do coeficiente de absorcao. Quando o material constituinte
de amostra é o mesmo, a parcela de contribuicao referente ao coeficiente de absorcao
permanece o mesmo em todos os casos. Outra coisa que se percebe é que quando a
divergéncia das duas teorias aparece, esta surge primeiramente para angulos menores,
como pode ser visto na Figura 27 E o mesmo pode ser confirmado para outras amostras
como apresentado na Figura[28] Nesta, podemos afirmar que os erros além de aparecerem
primeiramente para angulos menores, sao tao maiores quanto maior for o coeficiente de

absorcao, estando assim, de acordo com as previsoes da teoria dinamica.
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Figura 26: Comparacao das FWHM’s (LaBg) para os seguintes tamanhos de cristalito:
100, 250, 500, 750 e 1000.
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Figura 27: Comparagao da FWHM (LaBg) para tamanho do cristalito de 1000 nanémetros
e a curva prevista pela equacao de Scherrer para o mesmo tamanho de cristalito.
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Figura 28: Comparagao das FWHM’s calculadas para LaBg, CeOs, Si e a curva de Scherrer
para cristalitos de 1 micrometros.
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Figura 29: Dg, o tamanho de cristalito obtido a partir da equacao de Scherrer; Dp,
cristalito o tamanho usado nas computacoes de difracao dinamicos. Este resultado refere-
se a o cristal LaBg.
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Para avaliar melhor a divergéncia destas duas teorias para o modelo conside-
rado, foram calculados os perfis de difracao para uma faixa de tamanhos maiores e o erro
foi quantificado em termos percentuais de Dg/Dp. A Fig. mostra essa avaliacao para
o cristal LaBg (g = 1091.6 cm™!) com D até 7,5 um. Neste grafico foi calculada a razao
entre o tamanho de cristalito obtido a partir da equagao de Scherrer (Dg) e o tamanho
de cristalito utilizado nos célculos para a obtencao dos perfis pela teoria dinamica (Dp)
contra 26. Portanto, a relagdo Dg / Dp for igual a um as duas teorias vao convergir. Os

mesmos célculos foram feitos para o Si (143,0 cm™!) na Fig. e para o CeOy (2117.3

cm~!) na Fig. 31
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Figura 30: Dg, o tamanho de cristalito obtido a partir da equacao de Scherrer; Dp,
cristalito o tamanho usados nas computacoes de difracao dinamicos. Este resultado refere-
se ao cristal Si.

Outro detalhe importante de se notar é que, apesar da teoria cinematica nao
prever a falha no comportamento das FWHM’s para cristalitos de tamanhos grandes, na
teoria dinamica isso é algo esperado. Ao se aumentar o tamanho de cristalito, também
ocorre o aumento do caminho percorrido pelo feixe dentro do cristal, mas uma vez que
este é cada vez mais atenuado, chegara a um limite em que o feixe nao penetrard mais, e
assim, o valor da largura do pico se tornara constante, sendo assim chamada de largura

intrinseca. Neste ponto, o comportamento da equacao de Scherrer perde totalmente o
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validade, uma vez que na TD esta largura tem dependéncia de fatores que nao estao
presentes na equacao, como por exemplo o fator de estrutura da reflexao considerada [4].
Logo, quando isso ocorre, podemos dizer que estamos na regiao de transicao do dominio

de uma teoria (TC) para a a outra (TD).
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Figura 31: Dg, o tamanho de cristalito obtido a partir da equacao de Scherrer; Dp,
cristalito o tamanho usados nas computacoes de difracao dinamicos. Este resultado refere-
se a o cristal CeO,.

O principal resultado das Figuras [29 e ¢ a aprecidvel concordancia
para espessuras de até cerca de 1 pum, com uma maxima diferenca de menos de 0,2
(20 %) entre as duas teorias. De fato, calculando a média dos resultados de todas as
reflexGes no intervalo, teremos um erro ainda menor. Nesta gama de espessuras, a partir
de 10 nm a 1 pm, acreditamos que os efeitos da teoria dinamica nao sao dominantes, e,
portanto, o fenomeno da difracao de raios X pode ser explicado pela teoria cinematica,
cujos pressupostos sao muito préximos aos utilizados para derivar a equacao de Scherrer.

A partir do resultado mostrado nas figuras anteriores para os cristais de LaBg,
CeOq e Si e o resultado mostrado na Fig. [22] na qual o FWHM é independente de a
estrutura de cristal, somos tentados a propor um limite geral D < 1 pym para a validade
da equacao de Scherrer com um erro sistemético aceitavel. E necessario, no entanto,

analisar um pouco mais o aspecto da absorcao. A combinacao de tamanho e a absorcao
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determinam a dominancia ou nao dos efeitos dinamicos de difracao. Esta combinacao é
normalmente quantificada como pgD < 1, em que py é o coeficiente de absorcao linear
do cristal [3].

As Figs. e [34 mostram a comparacao do tamanho do cristalito obtido
pela equacao de Scherrer com os célculos utilizando a teoria dinamica da difracao para
LaBg, Si e CeO,, respectivamente. A concordancia entre a equacao de Scherrer e teoria
dinamica é muito boa para gD < 1 (upD = 0,01) e assim, a aplicacdo da teoria ci-
nematica para descrever o fenomeno de difracao nesta regiao é bastante satisfatoria. Se
estabelecermos um erro permitido de até 20 % na determinacao do tamanho de crista-
lito, entao a concordancia entre as duas teorias permanecerd acima de 1 um para Si, em
torno de 1 um para LaBg e aproximadamente 600 nm para CeQO,. Poderiamos resumir
esses resultados e propor que a equacao de Scherrer da valores aceitaveis do tamanho de

cristalito de até 600 nm, se o coeficiente de absorcao linear nao exceder 2117.3 cm™!.
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Figura 32: Comparagao do tamanho do cristalito obtido usando a equacao de Scherrer e
utilizando no cédlculo de difracao dinamica das rocking curves para LaBg. Dg, o tamanho
de cristalito obtido a partir da equagao de Scherrer; Dp, tamanho de cristalito usado nos
célculos dinamicos de difracao. (110): 26 = 30,385°, (333): 26 = 148,432°.
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Figura 34: Comparagao do tamanho do cristalito obtido usando a equacao de Scherrer e
utilizando no céalculo de difracao dinamica da rocking curves para CeOs. Dg, o tamanho
de cristalito obtido a partir da equagao de Scherrer; Dp, tamanho de cristalito usado nos
célculos dinamicos de difracao. (111): 26 = 28,549°, (620): 26 = 128,408°.

A conclusao apresentada acima leva em conta todas as reflexoes, baixos e altos

angulos. Pode-se ver nas Figs. e no entanto, que, para uma reflexdo com
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elevado valor de 20, a equacao de Scherrer d4 melhores resultados. Portanto, poderiamos
propor que se alguém usa apenas reflexoes com 26 > 60°, a equacao de Scherrer apresenta
valores aceitaveis dos tamanhos dos cristalitos até 1 pm. Este limite é bem acima dos
tamanhos dos nanomateriais, e alto o suficiente para acomodar um grande nimero de
materiais policristalinos que asseguram a confianca na utilizacao da equacao de Scherrer.

Neste ponto, gostariamos de lembrar que este trabalho foi cuidadosamente
concebido para estudar apenas o efeito do tamanho de cristalito sobre a FWHM. Ou-
tros fatores que podem afetar a FWHM de um perfil de difracao, tais como resolucao de
aparelhos, comprimento de onda da propagacao, deformagao na rede cristalina e distri-
buicao de tamanho de cristalito nao foram levados em consideragao. O objetivo foi testar
a equacao de Scherrer no cendrio mais simples possivel para encontrar o valor maximo
da dimensao dos cristalitos para o qual ela possa ser aplicada seguramente. O que apre-
sentamos ¢ um limite superior, e os limites experimentais podem ser menores se todos
os fatores que afetam FWHM estao presentes. O mais importante, na nossa opiniao, foi
confirmar que a equacao de Scherrer concorda com a teoria dinamica da difracao nao
apenas para poD < 1, mas também para valores maiores, onde efeitos dinamicos da di-
fracdo comecam a desempenhar um papel mais pronunciado. Por conseguinte, na teoria,

a equacao de Scherrer é véalida para extrair o tamanho de cristalito até um certo limite.
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6 RESULTADOS - EQUACAO DE SCHERRER APLICADA EM
AMOSTRAS CONSTITUIDAS DE DISTRIBUICOES
HETEROGENEA NO TAMANHO DE CRISTALITOS

Como ja dito anteriormente, em geral, uma amostra cristalina apresenta, den-
tre outros fatores, um elevado grau de heterogeneidade no tamanho de seus cristalitos
e uma pronunciada aleatoriedade nas direcoes entre os mesmos planos de cristalitos di-
ferentes que constituem a amostra. Além de ambos efeitos influenciarem no perfil de
difracao, eles também podem contribuir para que na intensidade, também ja mencionado
anteriormente, aparecem outras reflexdes que nao sejam devido ao caso Bragg simétrico,
tais como caso Laue simétrico, e casos Bragg e Laue assimétricos. No presente capitulo
sera considerada uma segunda aproximacao, onde os cristalitos que compoem a amostra
apresentem tamanhos diferentes, sendo assim representados por uma funcao distribuicao,
mas que os planos nao apresentem esta aleatoriedade nas diregoes com a superficie da
amostra.

Assim, uma vez tendo calculado os perfis pela teoria dinamica iremos analisar
o comportammento da equacao de Scherrer levando em consideracao essa distribuicao
heterogénea no tamanho de cristalitos. Cada tamanho de cristalito D terd sua parcela
de contribuicao na intensidade (D) balanceada pelo seu peso probabilistico P(D), de tal

modo que a intensidade resultante da distribuigao I,.s(D, @) podera ser escrita como [31]

Teo(D, 0) = /P(D,M)I(D,Q)dD (6.1)

que para o caso de uma distribuicao discreta,temos

Leo(D,0) = " P(D, p)I(D,0)AD. (6.2)

Estas distribuicoes no tamanho de cristalito serao representas por fungoes estatisticas que
sao comumente utilizadas para ajustar os dados experimentais, nao apenas de difracao
de raios X, mas também de algumas técnicas de microscopia. Neste trabalho iremos
ultilizar as fungoes gaussiana e lognormal. A distribuicao gaussiana, neste contexto sera
extremanete 1til pois ela, por ser uma distribuicao simétrica, fornecera o mesmo peso
probabilistico para cristais que estejam simetricamente distantes do centro da distribuicao.
Jéa a distribuicao lognormal serd utilizada tendo em vista se tratar da funcao que melhor
ajusta a curva dos dados de tamanhos de cristalito obtido em experimentos como por

exemplo: microscopia, SAXS, dentre outros [31].
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6.1 Resultados para a funcao Gaussiana
A funcao gaussiana pode ser escrita como sendo

1 (D—p)?
D;p,0) = ——=e 272 6.3
f(Dip0) = (63)

onde D sera o tamanho de cristalito, e assim, assumira todos os valores de tamanho de
cristalito (por meio de um loop) que estardo presentes na amostra que contribuem para
aquela reflexao, p é o valor médio do tamanho de cristalito, e uma vez que esta fungao
é simétrica este parametro informa onde ela esta centralizada. Ja o é o desvio padrao,
e logo, como a funcao tem a forma de um sino, este parametro dird o quanto o sino é
achatado ou alongado. Os valores que foram utilizados para as simulagoes se encontram na
tabela[d Os valores dos tamanhos de cristalitos no qual as simulagoes serao centralizadas
sao distantes entre si de uma unidade de ordem de grandeza com o intuito de averiguar
o comportamento dos perfis nas distribui¢oes apresentadas. O dominio dos tamanhos de
cristalito ¢ tal que sempre serd usado um total de 100 cristalitos para a construcao do
perfil de difragao. Os calculos foram feitos para o LaBg e sob as mesmas condigoes citadas

no capitulo anterior.

Tabela 4: Lista de tamanhos de cristalito.

Dist. 1 D; Dy AD o o9 03 04 o5
g1 10 2 18 0.16 1 2 3 4 5)
o) 100 20 180 1.6 10 20 30 40 50
g3 1000 200 1800 16 100 200 300 400 500

g4 10000 2000 18000 160 1000 2000 3000 4000 5000
Fonte: MUNIZ, 2016.

Na figura [35] podemos ver como o parametro ¢ influencia o comportamento
da funcgao gaussiana. E tomado i como sendo igual a 10 nm, centralizando assim a
gaussiana neste ponto. Obviamente se espera que os tamanhos que possuem maior peso
probabilistico exercerao maior influéncia nos perfis resultantes. Como os parametros de
entrada (D;, Dy, AD e o’s) para as distribuiges centradas em p’s diferentes os valores
crescem proporcionalmente, os graficos das distribuicoes gaussianas apresentarao com-
portamentos semelhantes. Assim, o perfil de difragdo resultante para uma amostra sera
constituido da soma de todas as contribuicoes individuais dos perfis obtidos via teoria
dinamica para cada tamanho de cristalito presente na distribuicao, ponderada pelo seu

peso probabilistico.
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Figura 35: Funcao Gaussiana para diversos valores de .

O calculo do tamanho de cristalito usando a equacao de Scherrer nos perfis
obtidos podemos fazé-lo de duas maneiras: usando a largura a meia altura do pico de
difracao, como foi feito no capitulo anterior, ou usando a largura integrada, onde neste
caso o que se faz é definir a largura como sendo igual a razao entre a area do pico de
difragao e a intensidade maxima do mesmo. Neste trabalho serao considerados os dois
métodos com o intuito de comparé-los a fim de, com o variar da distribuicao, ver qual dos
dois oferece melhores resultados para o tamanho de cristalito.

Na Figura |36 temos os perfis de difragao calculados para distribuicoes gaussi-
anas centradas em 10 nm. Nestes graficos pode-se notar que conforme a distribuigao se
torna menos centralizada, portanto com maiores valores de o, as bases do picos tornam-se
mais continuas e com uma queda mais suave, sendo assim mais lorentzianas. Isso pode
ser melhor visualizado na Figura 37 Isso claramente se deve ao fato de que a medida
que a probabilidade se torna mais distribuida, a base dos picos de difracdo tera maior

contribuicao dos cristalitos que se encontram em torno do valor médio.
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Figura 36: Perfis de difracao calculados via teoria dinamica considerando que as con-
tribuicoes individuais dos cristalitos de tamanho diferente sao representadas pela funcao
gaussiana centralizada em 10 nm.
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Figura 37: Ampliacao do pico (110) resultante das cinco distribuigdes gaussianas centradas
em 10 nm.
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Figura 38: FWHM’s e FWHM’s integradas obtidas por meio dos célculos dos perfis via
teoria dinamica considerando que as contribuicoes individuais dos cristalitos de tamanho
diferente sao representadas pela funcao gaussiana

Na Figura[38 tem-se os valores para as FWHM’s e para as FWHM’s integradas
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obtidas a partir dos perfis considerando as distribuigoes de tamanho. Pode-se notar clara-
mente que conforme aumenta-se o valor do desvio padrao, tanto os valores das FWHM’s
quanto os das FWHM'’s integradas se afastam da curva de Scherrer esperada para o valor
no qual o tamanho de cristalito é de 10 nm.

Uma vez que as larguras se afastam do valor médio da gaussiana, espera-se que
os valores para os tamanhos obtidos pela equacao de Scherrer para cada curva também

se afastem do valor médio conforme o desvio padrao aumente, como pode ser observado

na Figura [39]
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Figura 39: Tamanhos de cristalito obtido a partir das FWHM’s e FWHM’s integradas
para as distribuicoes gaussianas centralizadas em 10 nm.

A principio pode-se perguntar como isto acontece, uma vez que mesmo au-
mentando o desvio padrao, o valor médio da funcao distribuicao permanece o mesmo.
Mas isso pode ser facilmente explicado atentando para o fato que a expressao para a in-
tensidade refletida aumenta rapidamente quando o cristalito varia seu tamanho na regiao
de dezenas de nanémetros (ver Figura . O que significa que mesmo que a funcao dis-
tribuicao seja simétrica, os cristalitos de tamanho maior do que o tamanho médio terao
intensidades maiores que os respectivos cristalitos que estejam na posicao simetricamente
oposta no grafico graussiano, mesmo tendo o mesmo peso probabilistico. Dai o tamanho

de cristalito obtido pela aplicacao da equacao de Scherrer se desviar para valores maiores
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de tamanho de cristalito e nao para menores.
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Figura 40: FWHM’s e FWHM’s integradas para as distribui¢oes gaussianas centralizadas
em 100 nm.

Resultados semelhantes podem ser visualizados nas Figuras [40| e 41| para cris-
talitos de 100 nm e nas Figuras [42) e 43| para 1000 nm de tamanho. Também é importante
enfatizar que, mesmo aumentando o valor de desvio padrao da funcao distribuicao, o
comportamento previsto para as larguras a meia altura pela equacao de Scherrer pode ser
verificado nas Figuras [38| e [40] para cristais de 10 nm e 100 nm de tamanho. Isso ressalta
que a regiao citada estda dentro do intervalo onde ha concordancia entre as duas teorias

(TC e TD) para esta regiao de tamanhos de cristalitos.
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Figura 41: Tamanhos de cristalito obtido a partir das FWHM’s e FWHM’s integradas
para as distribuicoes gaussianas centralizadas em 100 nm.

Outro resultado interessante a ser mencionado aqui é que para quaisquer que
sejam as variagoes dos desvios padrao nas fungoes distribuicao e para os diferentes valores
médios de tamanho de cristalito escolhidos para os calculos feitos, os resultados para
tamanho de cristalitos obtidos via equagao de Scherrer usando as FWHM'’s integradas
apresentam menor erro do que usando as FWHM’s.

J& na Figura temos o grafico das FWHM’s e FWHM’s integradas para
cristalitos de 1000 nm de tamanho. Aqui podemos perceber que o compotamento previsto
pela equacao de Scherrer deixa de ser observado, pois a curva nao apresenta mais o
comportamento inverso do cosseno do angulo de Bragg, e assim é esperado que o calculo
para tamanho de particula por Scherrer comece a apresentar valores mais divergentes,
pelo menos pico a pico do perfil, o que pode ser observado na Figura . E notada uma
pronunciada nao uniformidade nos tamanhos obtidos pela equagao de Scherrer. Umas das
razoes para que isto ocorra é que com o aumento do tamanho de cristalitos espera-se que

ocorra também um aumento da presenca dos efeitos dinamicos na difragao.
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Figura 42: FWHM’s e FWHM’s integradas para as distribui¢oes gaussianas centralizadas
em 1000 nm.
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Figura 43: Tamanhos de cristalito obtido a partir das FWHM’s e FWHM’s integradas
para as distribuicoes gaussianas centralizadas em 1000 nm.

Comparando os resultados para tamanho de particula fornecidos pela distri-

buicao gaussiana com os resultados do capitulo anterior, onde foi considerado que a amos-
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tra fosse constituida na sua totalidade de cristalitos de tamanho tnico, pode-se perceber
que o fato de se considerar a fungao distribuicao de tamanho nao invalida a equacao de
Scherrer. Mas pode-se afirmar que quanto maior o grau de heterogeneidade no tamanho
da amostra, maior serd o erro para o tamanho de cristalito fornecido pela equagao de

Scherrer e que os valores obtidos serao maiores do que os valores reais.
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Figura 44: FWHM’s e FWHM’s integradas para as distribui¢oes gaussianas centralizadas
em 10000 nm.

Nas Figuras[44] e [45] os resultados obtidos para cristalitos de 10 ym de tamanho.
Na Figura [44] temos as FWHM’s e as FWHM’s integradas podendo-se notar claramente
um comportamento previsto bastante divergente do esperado pela equacao de Scherrer.
J4a os resultados para tamanhos de particula mostrados na Figura temos que os erros
apresentados, que variam de plano a plano, chegam a ultrapassar os 80% para os primeiros
angulos de Bragg. Ja para os ultimos angulos presentes no intervalo, podemos ter um
resultado com erros menores do que 20%. Isto estd de acordo com o que foi mencionado
no capitulo anterior, em que conforme o tamanho de cristalito aumente, os resultados
obtidos por Scherrer serao confiaveis para angulos maiores. Assim, a confiabilidade do uso
da equacao de Scherrer para o calculo do tamanho de cristalito para cristais de tamanhos

grandes ¢é restrita aos maiores valores de angulos de Bragg.
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Figura 45: Tamanhos de cristalito obtido a partir das FWHM’s e FWHM’s integradas
para as distribuicoes gaussianas centralizadas em 10000 nm.

Para resumir o quadro de resultados fornecidos pela distribuicao gaussiana
temos na Figura o grafico que relaciona o desvio padrao da distribuicao centrada
nos mesmos valores médios com o erro do tamanho de cristalito extraido por meio das
FWHM’s e das FWHM’s integradas. Esses valores médios foram feitos considerando
os tamanhos obtidos por todos os picos de difracao. Também foram feitos os calculos
incluindo maiores valores para o desvio com o intuito de contemplar mais nitidamente o
comportamento dos erros nos tamanhos obtidos por Scherrer. Primeiramente, pode ser
notado que quando se tem um desvio padrao muito préximo de zero, o que configura o caso
de distribui¢oes muito estreitas, sendo assim muito homogéneas no tamanho de cristalito,
o erro fornecido por ambas as larguras sao praticamente os mesmos. Conforme aumenta-se
o valor do desvio padrao nota-se que independentemente dos valores assumidos, os erros
fornecidos pelas FWHM’s integradas sao menores dos que os resultados fornecidos pelas
FWHM’s.



88

. . . T v T . T T T
Distribuicao de tamanho Gaussiana -

S (5 =10 nm) . " "
§ - Tipo de largura do pico u ]
S 5| ™ FWHM u _
2 L
g [ ] FWHM(mt) -
—
8_ -
o 40 = [ |
8
5 i
o 30 | u Y [ ] o ®
£ ° -
: o °
T 20 .
o i [ J
=
= L ® _
Ll 10 r [

1 L 1 " 1 " 1 " 1 " 1

0 20 60 80 100

40
(o — /o (%)

Figura 46: Erro para o cdlculo do tamanho de cristalito obtido a partir das FWHM’s e
FWHM’s integradas para as distribuigoes gaussianas centralizadas em 10 nm.
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Figura 47: Erro para o célculo do tamanho de cristalito obtido a partir das FWHM'’s
integradas para as distribuigoes gaussianas centralizadas em 10 nm.

Jé na Figura[d7] tendo em vista que as larguras integradas fornecem resultados

melhores que as larguras dos picos, temos o erro fornecido pela mesma em funcao do
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desvio padrao para tamanhos de 10 nm, 50 nm, 100 nm, 500 nm, 1 gm, 5 gm e 10 pm.
Estes calculos foram feitos usando os resultados dos calculos anteriores e também foram
feitos para os tamanhos intermediarios com o intuito de ter uma melhor visualizacao da
dependéncia do erro com o desvio padrao. Pode-se notar que quando estamos na ordem
de dezenas até centenas de nandmetros o erro inicial é aproximadamente 10% e o aumento
do desvio padrao exerce uma influéncia consideravel nos erros obtidos, aumentando este
erro. Ao se passar para a regiao de micrometros, o erro inicial ja é bem maior, da ordem
dos 20%, e aumenta rapidamente com o aumento do tamanho de cristalito médio da

distribuicao, embora ja nao varie tanto com o aumento do desvio padrao.
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6.2 Resultados para a funcao lognormal

Uma outra funcao muito utilizada para ajuste, inclusive na microscopia eletronica,

¢ a fungao lognormal [31]. Ela pode ser convenientemente escrita como sendo

FD3D0,C) = —— ey DIV LEE

D\/2win(1 + C?)

onde o parametro Dy é o diametro médio, que na fun¢ao gaussiana ¢é representado por

, C'é o desvio padrao normalizado ligado ao alargamento da distribuicao e D é o valor
do tamanho de cristalito que sera varrido por meio de um loop em toda a distribuicao.
Na Figura 48| podemos ver como é a variacao do comportamento da funcao com o desvio
padrao normalizado. Dentre as propriedades desta distribuicao é bom destacar duas: que
ela ¢ uma distribuicao normalizada em &rea e que o D nao coincide com o D méximo,
ja que nao se trata de uma funcao simétrica como ocorre na distribuicao gaussiana. Na

tabela [5| temos os valores de u e C que foram utilizados para os calculos.

04

u=10 nm

G (nm)
03 | .
—¥— C1 =0,1

—+—C,=0,2
—&-C,=04
0.2 - —0-C,=08

—o—C,=1,0

Peso probabilistico

01+ 4

0,0

D,(nm)

Figura 48: Funcao lognormal centrada em 10 nm.
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Tabela 5: Lista de dados usados na distribui¢ao lognormal.

Dist. 1 D; Dy AD oy o0y 03 04 05
g1 10 1 40 04 01 02 04 08
2o 100 10 400 4 01 02 04 08
g3 1000 100 4000 40 0.1 0.2 04 0.8

g, 10000 1000 40000 400 0.1 0.2 04 0.8
Fonte: MUNIZ, 2016.

—_ = =

Na Figura 49| temos o pico de difragao para o plano (110) de LaBg variando
com o desvio padrao lognormal. A principio pode parecer um pouco estranho o fato de
quando se alarga a distribuicao o pico tende a tomar uma forma mais predominantemente
estreito devido a tamanhos maiores sendo que o centro da distribuicao se afasta para
tamanhos menores. Mas ao atentar-se que a probabilidade de tamanhos maiores do que
o tamanho médio aumenta com o aumento do desvio padrao este efeito torna-se mais

compreensivel.

Plano (110)
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—20,8
—1,0

1,40E-012 |-

7,00E-013

Intensidade (u.a.)

0,00E+000

29 30 31 32
20 (grau)

Figura 49: Perfil de difragdo usando a distribuicdo lognormal para o plano (110) de
cristalitos de 10 nm.

Na Figura[50] temos como as larguras dos picos e as larguras integradas variam
com o desvio padrao para uma distribuicao centralizada em 10 nm. Mais uma vez pode-
mos confirmar que ambas exibem o comportamento previsto pela equacao de Scherrer e
que conforme a distribuicao se alarga as FWHM’s e as FWHM’s integradas se afastam

da curva esperada e assim, os tamanhos obtidos pela aplicacao da equacao de Scherrer
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também assumirao valores mais distantes do esperado, como pode ser observado na Figura
Outro fator que pode ser notado é que as FWHM’s integradas ainda permanecem

fornecendo resultados melhores do que as larguras dos picos de difracao.
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Figura 50: FWHM’s e FWHM’s integradas para distribuicoes lognormal centradas em 10
nm.
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Figura 51: Tamanhos de cristalitos obtidos a partir das FWHM’s e pelas FWHM’s inte-
gradas usando distribuigoes lognormal centradas em 10 nm.
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Figura 53: Tamanhos de cristalitos obtidos a partir das FWHM’s e pelas FWHM’s inte-
gradas usando distribuicoes lognormal centradas em 100 nm.

Nas Figuras 2] e 3| tém-se os resultados obtidos para uma distribuicao cen-

tralizada em 100 nm. O comportamento previsto pela equacao de Scherrer ainda pode

ser visualizado e, como dito anteriormente, os resultados para a largura integrada sao

melhores dos que os fornecidos pela largura dos picos de difracao.
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Figura 54: FWHM’s e FWHM’s integradas para distribuicoes lognormal centradas em
1000 nm.
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Figura 55: Tamanhos de cristalitos obtidos a partir das FWHM’s e pelas FWHM’s inte-
gradas usando distribuicoes lognormal centradas em 1000 nm.
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Figura 56: FWHM’s e
10000 nm.

FWHM’s integradas para distribuicoes lognormal centradas em
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Figura 57: Tamanhos de cristalitos obtidos a partir das FWHM’s e pelas FWHM’s inte-
gradas usando distribuicoes lognormal centradas em 10000 nm.
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7 CONCLUSAO

Foi mostrado que o céalculo de tamanho de cristalito usando a Equacao de
Scherrer é bem préximo daqueles obtidos pelos picos de difragao produzidos pela teoria
dinamica. Também foi estabelecido uma faixa de validade da Equacao de Scherrer, em
termos de tamanho de cristalito e angulo de Bragg. Com cristais de coeficientes de
absorcao linear abaixo de 2117.3 cm™! a equacao de Scherrer é vélida, com um aceitdvel
erro para cristalitos de tamanhos até 600 nm. Também mostramos que a medida que o
tamanho de cristalito aumenta apenas os picos com maior valor de 26 forneceram bons
resultados, e se propoe seu uso em picos com 26 > 60°. Dessa forma, o limite para a
utilizagao da equacao de Scherrer faria ir até 1 mm. Também foram calculados os perfis
de difracao pela teoria dinamica considerando duas distribuigoes (gaussiana e lognormal)
de tamanho de cristalito estreitas e largas onde foi mostrado que quanto maior o valor do
desvio padrao, ou seja, mais alargada for a funcao distribuicao, maior também serd o erro
no valor do tamanho de cristalito obtido pela equacao de Scherrer nestes perfis. Também
foi mostrado que, para quaisquer das fungoes distribuicoes de tamanho e para qualquer
valor de desvio padrao utilizados neste trabalho, as larguras integradas (FWHM,,,;) dos
picos de difracao fornecem melhores resultados para o tamanho de cristalito do que as
larguras dos picos (FWHM).
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