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RESUMO

A equacao de Scherrer é uma ferramenta amplamente usada na caracterizacao de amostras
policristalinas, relacionando a largura dos picos de difracao com o tamanho dos cristalitos.
Essa equacao é baseada na teoria cinematica da difracao de raios-X, que fornece resultados
satisfatérios apenas para cristais pequenos ou com uma densidade alta de defeitos. Para
cristais espessos, a teoria dinamica da difracao de raios-X é mais apropriada. Como existe
um limite de tamanho dos cristalitos para a aplicagao da teoria cinematica, ha também
um limite analogo, baseado no tamanho dos cristalitos, para a aplicacao da equacao
de Scherrer, que foi determinado para trés cristais, Si, CeOy e LaBg comparando os
resultados da equagao de Scherrer com as simulagoes computacionais da teoria dinamica.
Foi sugerido que esse limite depende do coeficiente linear de absorgao (1) e do angulo
de Bragg (0p). Todavia, por serem restritos a estruturas especificas, esses resultados nao
tém carater geral. Nesse trabalho, fazemos um estudo sistematico da influéncia de vérios
parametros no limite de Scherrer. Primeiro em cristais semelhantes, mas com p variando
de 595,9 a 2726,0 cm™!, mostramos que existem outros parametros influenciando esse
limite. Depois em estruturas prototipos, nas quais os parametros estruturais podiam ser
alterados independentemente, mostramos como o limite de Scherrer varia com os fatores de
estrutura das reflexoes H, H e 0; F,, F'; e F{ respectivamente; o volume da célula unitaria,
V; o comprimento de onda, \; ug; e o angulo de Bragg, . Finalmente, confirmamos
os resultados anteriores para uma estrutura geral. Mostramos que o limite de Scherrer é
determinado pela reducao na profundidade de penetracao dos raios-X. No caso de pg = 0,
essa reducao se da pela extincao primadria, quantificada pelo comprimento de extin¢ao
(Ag); o limite de Scherrer é igual a 0,119Ag. Por outro lado, para Ay suficientemente
grande, o limite de Scherrer é diretamente proporcional a p/senfp. Quando os dois
efeitos atuam ao mesmo tempo, o efeito da absorcao é diminuir o limite de Scherrer para
valores grandes de Ay, onde essa reducao é proporcional a Ag. Também definimos um
limite de Scherrer em termos da largura do pico de difracao, e nesse caso, mostramos que
ele é proporcional a largura de Darwin e nao a Ay. Finalmente, chegamos a uma equagao
de Scherrer corrigida, que fornece os mesmos resultados da teoria dinamica quando o = 0.

Palavras-chave: Equacao de Scherrer. Teoria Dinamica. Raios-X. Difragao.Teoria Ci-
nematica.



ABSTRACT

The Scherrer equation is a widely used tool in the characterization of polycrystalline
samples, relating the width of the diffraction peaks with the size of the crystallites. This
equation is based on the kinematical theory of X-ray diffraction, that gives reasonable
results only for small crystals or crystals with high density of defects. For thick crystals,
the dynamical theory of X-ray diffraction is more appropriate. Since there exists a limit for
the size of the crystallites for which the kinematical theory can be applied, there is also an
analogous limit in the size of the crystallites for the application of the Scherrer equation,
that was determined for three crystals, Si, CeOy and LaBg comparing the results of the
Scherrer equation with the computational simulations using X-ray dynamical theory. It
has been suggested that this limit depends on the linear absorption coefficient (1) and the
Bragg angle (). However, because those results were restricted for specific structures,
they are not general. In this work, we develop a systematic study of the influence of several
parameters in the Scherrer limit. First in similar crystals, but with g ranging from 595,9
to 2726,0 cm ™!, we show that there exist other parameters influencing this limit. After, in
prototype structures, in which the structural parameters could be altered independently,
we show how the Scherrer limit varies with the structure factor of the reflections H, H and
0; Fyy, F and I, respectively; the unit cell volume, V; the wavelength, A; po; and the
Bragg angle, 6. Finally, we confirm those results for a general structure. We show that
the Scherrer limit is determined by the reduction in the penetration depth of the X-rays.
In the case of pg = 0, this reduction is caused by the primary extinction, quantified by
the extinction length (Ag); the Scherrer limit is equal to 0.119A,. On the other hand,
for Ay sufficiently large, the Scherrer limit is directly proportional to pg/sinfp. When
both effects act at the same time, the absorption decreases the Scherrer limit for large Ay,
where this reduction is proportional to Ag. Also, we have defined a Scherrer limit based
on the full width at half maximum and in this case, we showed that it is proportional to
the Darwin width and not to Ag. Finally, we developed a corrected form of the Scherrer
equation, that gives the same results of the dynamical theory for py = 0.

Keywords: Scherrer Equation. Dynamical Theory. X-rays. Diffraction. Kinematical The-
ory
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1 INTRODUCAO

A equacao de Scherrer é uma ferramenta bastante usada para obter o tamanho
de cristalito (D) de amostras policristalinas em um experimento de difragao de raios-X. Ela
descreve uma relagao simples entre a largura a meia altura do pico de difracao (FWHM),
o angulo de Bragg (65) e o comprimento de onda dos raios-X (\). Essa equagao é bastante
usada na caracterizagao de materiais porque algumas propriedades fisicas desses dependem
do tamanho de cristalito. Por exemplo, particulas magnéticas nao apresentam histerese se
seu volume é menor que um valor critico, quando essas particulas passam a ser chamadas
de superparamagnéticas (KNOBEL et al. |2008). Outro exemplo é a resisténcia de metais,
que depende do tamanho de cristalito (CHENG et al., 2012). Devido & sua importancia
na caracterizacao de materiais, ¢ importante saber quais as limitagoes de sua aplicagao.

A derivagao da equagao de Scherrer é baseada em principios similares aos da
teoria cinematica (ou geométrica) da difragao de raios-X, ou seja, depois da onda incidente
ser espalhada por um atomo ela nao interage com os outros. Além disso, ela nao leva
em conta o tipo ou poder de espalhamento dos atomos, simetria do cristal ou reflexao
usada (a nao ser pelo angulo de Bragg) (WARREN] 1969; KLUG; ALEXANDER), (1974).
E notével que mesmo com todas essas simplificacoes ela forneca resultados aceitaveis
quando comparada com outras técnicas como microscopia eletronica de alta resolucao
e espalhamento de raios-X de baixo angulo (ZHANG et al., 2003; SCHEVCHENKO et
al.l 2003; BORCHERT et al.; 2005; SHERWOOD; EMMANUEL;, 2006; WEIBEL et al.
2005 [YING et al., 2009; CHAHKANDI; MIRZAEI 2017). Esses resultados aceitdveis sao
restritos a tamanhos de até algumas centenas de nanometros, e de fato, |Cullity e Stock
(2001) sugeriram que a Equagao de Scherrer era vélida para cristalitos com tamanho
maximo de 200 nm. Entretanto, os argumentos usados por esses autores foram baseados
na resolucao dos difratometros.

Por outro lado, [Muniz et al. (2016) atribuiram o limite de aplicagdo da equagao
de Scherrer as premissas usadas na sua derivacao, que sao véalidas para cristais imperfeitos
e/ou pequenos (ZACHARIASEN| |1945)). Para cristais perfeitos e espessos, as ondas espa-
lhadas por um atomo (ou plano atémico) sdo também espalhadas por outros dtomos (ou
planos atomicos) e essas ondas sao novamente espalhadas por outros atomos e assim por
diante. Esse multiplo espalhamento cria um campo de ondas dentro do cristal, que é tra-
tado de uma maneira apropriada pela teoria dinamica da difracao de raios-X, que considera
a constante dielétrica do cristal uma quantidade complexa e periddica em trés dimensoes

e aplica as equacoes de Maxwell para descrever as interacoes entre as ondas. Essa teoria
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explica fendomenos bem distintos e que nao sao previstos pela teoria cinematica, como a
largura de Darwin, a extingao primadria e o efeito Borrmann (DARWIN| [1914a; DARWIN|
1914b; BATTERMAN:; COLE] [1964; PINSKER), [1978; AUTHIER; MALGRANGE] |1998;
AUTHIER), [2001). Muniz et al. (2016) sugeriram que o limite de aplicacao da equagao
de Scherrer estaria diretamente relacionado com o limite entre as teorias cinematica e
dinamica. Esses autores determinaram o limite de Scherrer para trés cristais, Si, CeO,
e LaBg, e encontraram indicios de que ele depende do angulo de Bragg e da absorcao.
Entretanto, seus resultados nao tém aplicagao geral.

Nesse trabalho, apresentamos um estudo sistematico dos parametros que in-
fluenciam o limite de Scherrer. Esse estudo foi realizado por meio de simulagdes compu-
tacionais. Primeiro, usamos cristais com estrutura similar mas com o coeficiente linear
de absorgao (p) com valores de 595,9 a 2726,0 cm™'. Esses cristais foram escolhidos
de forma arbitraria da 5% linha da tabela periédica dos elementos. Os resultados mos-
tram que o limite de Scherrer nao depende apenas de py. Segundo, criamos uma estrutura
prototipo na qual é possivel variar os parametros estruturais de forma independente. Para
essa estrutura mostramos que o limite de Scherrer cresce com o poder de espalhamento
(Fg ) de uma reflexao (Equagao e o angulo de Bragg. O efeito da absor¢ao é redu-
zir o limite de Scherrer para valores pequenos de Fy . Terceiro, criamos uma segunda
estrutura protétipo para confirmar os resultados da primeira e também para estudar o
efeito da simetria; mostramos que os resultados sao independentes do cristal ter ou nao
um centro de simetria. Quarto, nés calculamos o limite de Scherrer de uma forma geral,
onde os parametros estruturais sao definidos arbitrariamente e véarios conjuntos desses
parametros sao usados para representar todas as estruturas cristalinas possiveis. Desses
resultados obtidos de uma forma geral, encontramos que o limite de Scherrer é aproxima-
damente 11,9% do comprimento de extin¢ao (Equagao e que o efeito da absorgao é
reduzir esse limite para comprimentos de extin¢ao grandes, impondo nesse limite um valor
maximo. Finalmente, definimos um limite de Scherrer em termos da FHWM e mostramos
que, nesse caso, ele é diretamente proporcional a largura de Darwin (FWHMp). Além

disso, encontramos uma corre¢ao para a equagao de Scherrer para o caso de pg = 0.
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2 EQUACAO DE SCHERRER

A equagao de Scherrer esta diretamente ligada a experimentos de difragao de
raios-X em materiais policristalinos. Nesses materiais, o tamanho obtido por essa equagao
nao é o da amostra como um todo, e sim de uma pequena porg¢ao, chamada de cristalito,
que pode ser considerada um cristal perfeito. A Figura (1] ilustra um exemplo de estru-
tura de um desses materiais. Esses cristalitos podem ter tamanhos, formas, composicao
quimica e orientacao cristalograficas diferentes uns dos outros, e todos esses fatores podem
influenciar no resultado da equacao de Scherrer. Todavia, neste trabalho, serd conside-
rado apenas o que acontece dentro de um cristalito, ou seja, dentro de um cristal perfeito.
Além disso, serd usado um cristalito com forma de um paralelepipedo, para facilitar os
calculos.

Figura 1 — Uma amostra policristalina é formada
por diversas regioes menores, chamadas de

cristalitos, que podem ser considerados um cristal
perfeito.

material policristalino

(

- J

cristalito cristalito idealizado

Fonte: Elaborada pelo autor

A equacao de Scherrer fornece o tamanho de um cris-
talito, como por exemplo, o mostrado em cinza. Para
facilitar os célculos, foi usado um cristalito em forma de
paralelepipedo, onde o tamanho de interesse é a sua es-
pessura, D.

Para se chegar a equacao de Scherrer, é preciso primeiramente entender a lei
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de Bragg, uma das equacgoes fundamentais no estudo de materiais cristalinos por difragao
de raios-X, dada por (BRAGG; BRAGG, 1913; BRAGG, |1949)

nA = 2dsenfp, (2.1)

onde n é a ordem da reflexao e d é a distancia entre os planos atomicos e 6 é o angulo
de Bragg. Ela baseia-se na interferéncia entre as ondas eletromagnéticas espalhadas por
todos os atomos de um material.

A interferéncia entre ondas provenientes de duas ou mais fontes distintas pode
resultar em interferéncia construtiva, destrutiva ou parcial, fazendo com que a intensidade
da onda resultante seja bem diferente das intensidades das ondas iniciais (HALLIDAY et
all 2011} p. 426). A Figurailustra esse fenomeno. Considere as ondas 1 e 2, polarizadas
no plano da figura, movendo-se da esquerda para a direita e com o mesmo comprimento de
onda (como 1 e 2 sao polarizadas no plano, é possivel desenhar o campo elétrico sempre
nesse plano). A superposigao dessas duas ondas resulta na onda 3. No plano designado
por AA’, perpendicular ao plano da figura e a direcao de propagacao, seus vetores de
campo elétrico terao a mesma magnitude, direcao e sentido em qualquer instante. O que
também é verdade se deslocarmos o plano AA’ para qualquer posicao em x. Diz-se, nesse
caso, que 1 e 2 estao em fase. A amplitude da onda resultante é a soma das amplitudes
das ondas iniciais.

No plano BB’, os vetores campo elétrico de 1 e 2 tém mesma amplitude e
direcao, porem sentidos opostos em qualquer instante. O que também ¢é verdade para
qualquer posicao do plano BB’ em z. Diz-se, nesse caso, que 1 e 2 estao completamente
fora de fase. A soma de suas amplitudes é zero.

Os dois casos apresentados anteriormente sao extremos, existe a possibilidade
de situacoes intermediarias onde a interferéncia pode ser parcialmente construtiva ou
destrutiva, como ocorre no plano C'C’. Nesse caso, os vetores campo elétrico nao dobram
de valor nem se anulam.

E importante observar o valor da intensidade I, para esses casos de interferéncia
de ondas, pois na pratica é o que se mede em um experimento. A intensidade I é igual
a média no tempo do vetor de Poynting, que para o caso de ondas eletromagnéticas
no vacuo é proporcional a E? (GRIFFITHS| [1999). Na Figura , I esta representado
pela area hachurada em 3, mais precisamente, a intensidade é proporcional ao valor
numérico absoluto dessa area ao quadrado. Para a interferéncia construtiva temos o valor
maximo para [, para destrutiva o valor zero e, um valor intermedidrio para interferéncias
parcialmente construtivas.

Na Figura[2] foram mostradas trés possibilidades de interferéncia de duas ondas
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Figura 2 — Tipos de interferéncia entre ondas transversais.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na interferéncia construtiva as ondas estao em fase, ou seja, em uma determinada
posicao, como por exemplo o plano AA’, a amplitude das duas ondas tem a mesma
magnitude em qualquer tempo. Nesse caso, a amplitude da onda resultante é igual
a soma das amplitudes das ondas individuais. J& na interferéncia destrutiva, a
amplitude das duas ondas tem magnitudes opostas, e consequentemente, a am-
plitude resultante ¢é igual a zero. Na interferéncia parcialmente construtiva (ou
destrutiva), tém-se uma situacao intermedidria, onde a amplitude da onda resul-
tante é um valor entre 0 e 2E,, dependendo da fase entre as ondas. As linhas
AA’, BB’ e CC’ indicam planos perpendiculares a diregdo de propagacio e ao
plano da figura. A intensidade da onda resultante, 3, é dada pela integracao do
quadrado da amplitude, em um periodo (regido hachurada).

em que a fase entre elas determina a intensidade da onda resultante. O que pode gerar a
diferenca de fase entre duas ondas é o caminho percorrido por elas. Suponha que a onda
1, apds passar por AA’ percorra uma determinada distancia [ até chegar em BB’. Por
outro lado, suponha que a onda 2 tenha percorrido uma distancia [ + \/2, onde A é o
comprimento de onda tanto de 1 quanto de 2. Isso significa que enquanto o pico de 1 esta
em BB’ o pico de 2 ainda precisa percorrer uma distancia A/2 até chegar no mesmo plano,
gerando assim uma diferenca de fase de 7, que provoca interferéncia destrutiva entre essas
duas ondas. Caso a diferenca de caminho seja diferente de A e A\/2 a interferéncia serd
parcialmente construtiva.

A interferéncia das ondas espalhadas pelos diversos atomos de um material
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ocorre devido a diferenca de caminho percorrido por essas ondas. Desse fenomeno é que
se pode deduzir a lei de Bragg. A Figura [3| mostra a secao transversal de um cristal em
formato de paralelepipedo, onde os atomos estao arranjados em um conjunto de planos
paralelos, A, B e C, normais ao plano da figura e com distancia interplanar d. Um feixe de
ondas planas de raios-X, viajando no plano da figura, monocromatico com comprimento
de onda A, incide sobre esse cristal fazendo um angulo 6 com esses planos.

A Figura [3| também mostra os feixes espalhados por trés atomos, K, L e P em
uma direcao especifica; esses feixes também fazem um angulo # com os planos de atomos.
Sabe-se que essas ondas vao interferir e a diferenca entre o caminho percorrido por elas
ditard se a interferéncia sera construtiva, destrutiva ou parcial.

Figura 3 — Espalhamento de um feixe de raios-X pelos atomos de
um cristal.

C-®--- @O0 -0 @O0 --0---0-

Fonte: Elaborada pelo autor

Os simbolos 1, 1a e 2 sao exemplos de ondas que compdem o feixe de
raios-X incidente, ja 1°, 1a’ e 2’ representam as mesmas ondas depois de
espalhadas pelos dtomos dentro do cristal (representados pelos circulos
cinzas). Os angulos de incidéncia e espalhamento sao designados por 6.
Os atomos do cristal podem ser agrupados em planos cristalinos, desig-
nados nessa figura por A, B e C. A distancia entre planos adjacentes é
representada por d.

Quando todos os feixes estao em fase, a intensidade no detetor é maxima
devido a interferéncia construtiva. Nessa situacao, a relagao entre d, 8 e A é dada pela
lei de Bragg. Para chegar a ela, primeiro considere o caso dos feixes 1 e 1la espalhados
pelos atomos K e L do plano A. A diferenca de caminho percorrido por esses feixes desde

a fonte até o detetor é dada por:

QK — LR =KLcosf — KLcos = 0. (2.2)
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Pode-se generalizar esse resultado para todos os atomos do plano A desde que
os raios espalhados sejam paralelos a 1’. Pode-se ir um pouco mais além e incluir todos
os casos em que o angulo de incidéncia € igual ao angulo de espalhamento. Isso vale para
qualquer plano analisado em separado. Esse espalhamento assemelha-se a reflexao da luz
por um espelho. Vale ressaltar, porém, que o angulo de incidéncia e espalhamento sao
tomados com relagao aos planos atomicos, diferindo da ética, onde os angulos sao tomados
com relagao a normal da superficie refletora.

Considere agora feixes espalhados por planos diferentes, no caso 1 e 2, espa-
lhados pelos dtomos K e P pertencentes aos planos A e B, respectivamente. A diferenca

de caminho percorrido pelos feixes 1 e 2 é dada por:
MP + NP =dsen6 + dsen?. (2.3)

Os feixes 1 e 2 estarao em fase se essa diferenca for igual a um niimero inteiro
de comprimentos de onda, o que leva a Lei de Bragg ja mostrada na Equacao[2.1}, onde n é
um numero inteiro e indica quantos comprimentos de onda cabem na diferenca de caminho
percorrido pelos feixes espalhados por planos diferentes. Dessa forma, os feixes difratados
estao em fase, apenas, em algumas dire¢oes bem definidas, 6, 05, f5 correspondentes a
n=123...

A Lei de Bragg fornece as diregoes do feixe difratado, resta analisar o que
acontece com a intensidade difratada quando a lei nao é satisfeita. O procedimento que
serd apresentado aqui pode ser encontrado, por exemplo, em Klug e Alexander| (1974)) e
Bragg ((1949)).

Considere a Figura [d, onde um cristal formado por dtomos arranjados em p
planos atomicos difrata um feixe de raios-X incidindo com um angulo g+e€. A intensidade
do feixe difratado sera méaxima quando a diferenca no caminho, Al, percorrido pelos feixes
refletidos por planos adjacentes, for um nimero inteiro de comprimentos de onda (ver
Equacao . No caso da Figura |4} onde o angulo de incidéncia difere do angulo de Bragg

por um valor pequeno, ¢, a diferenca de caminho, Al, pode ser escrita como:

Al = 2dsen(0p + ¢), (2.4)
= 2d[sen fp cos € + sen € cos O], (2.5)
= 2dsenfp cos e + 2dsen € cos Op, (2.6)
Al = nXcos e + sen €2d cos 0. (2.7)

Considerando a intensidade do pico difratado apenas nas proximidades do
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angulo de Bragg, pode-se fazer ¢ — 0, o que leva a cose — 1 e sene — €, assim:

Al = n\ + 2ed cos Op. (2.8)

Figura 4 — Difracao de um feixe de raios-X por um cristal para
angulos proximos ao angulo de Bragg.

2-0---0---&--&---0-

Al
2
30 @O0 -0 OO0 --0---F---0-

P-9---@---@--0---0---0---@--0---0---0---0-
Fonte: Elaborada pelo autor
Os angulos de incidéncia diferem do angulo de Bragg, 6p, por um
pequeno valor, €. A diferenga no caminho percorrido pelas duas ondas
apresentadas é indicada por Al e a distancia entre dois planos atémicos
consecutivos é d. Os circulos cinzas representam os atomos e as linhas
tracejadas os planos atomicos.

Até esse ponto, a diferenga de fase foi dada em unidades de comprimento,
e normalmente comparada ao comprimento de onda como forma de avaliar o tipo de
interferéncia. E possivel representar essa diferenca de fase em unidades de angulo. Isso

deve-se ao fato de podermos escrever as ondas como fungoes senoidais do tipo:
y = A'sen(6 +9), (2.9)

onde A’ é a amplitude da onda e § é a fase. A funcao seno repete-se a cada 27 ou a cada

A. Assim, é possivel associar a fase em angulo com a fase em comprimento

5= Al%ﬂ. (2.10)
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Substituindo (2.8]) em (2.10|) chega-se a

2
J= %[nk + 2ed cos 6] (2.11)
4
=2mn + Tﬂed cosfp (2.12)
5— 47ed cos (93’ (2.13)

A

onde 27n pode ser ignorado, pois, um numero inteiro de 27 nao altera a fase.
A diferenca de fase 6 mostrada na Equagao [2.13] refere-se as ondas espalhadas
por quaisquer dois planos atomicos adjacentes. Assim a onda resultante sera igual a soma

de ondas com incrementos de fase sucessivos, ou seja,

p
yr = Z Al sen(0 + &), (2.14)

=1

yr = A'sen(f) + A'sen(f + 0) + A’ sen(f + 26) + ... + A'sen[f + (p — 1)4]. (2.15)

Essa soma também pode ser representada por vetores, ou fasores, como mostra
a Figura , e é muito semelhante ao problema de difracao de uma fenda simples (YOUNG:;
FREEDMAN| [2009; SCHUSTER; NICHOLSON|,|1924). O angulo 3 é a diferenca angular
entre o dltimo e o primeiro vetor. A quantidade pA’ é a soma de todos os p vetores no

caso de estarem em uma linha reta, enquanto que A7 é a soma dos vetores e cujo valor é
Ar = pA'sena/a, (2.16)

onde a = (/2.

A diferenca de fase entre os planos 1 e p é dada por

_ pAmedcosbp

4] 3 , (2.17)
que substituida na Equacao leva a
12 2
A sen(p 7T€d>\COS 93)
Ar = p2med cos Op ' (2.18)
A

Agora tratamos de um caso bem especifico, pois queremos saber para qual
valor de €, a intensidade do feixe difratado sera metade da intensidade maxima. Como
a intensidade ¢é proporcional ao quadrado da amplitude, temos que resolver a seguinte
equacao:

A% sen®(®/2) 1

PAP T @pp 2 (219
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Figura 5 — Soma de p vetores de amplitude A’ que diferem
entre si por uma fase pequena.

) ,
2

VR

B

Fonte: (YOUNG; FREEDMAN; [2009) adaptada pelo autor.
A soma dos p vetores de amplitude A é representada por Ap. A
diferenca de fase entre o primeiro e o ultimo vetor é 3

2med cos §
onde ¢/2 = Pemeacos?,

A Equacao pode ser resolvida graficamente ou usando um software como
o Mathematica, o resultado é ®/2 = 1,4, o que leva a:

p2med cos Op

=14. 2.2
\ , (2:20)

Obtém-se agora o desvio angular € para que a intensidade caia pela metade:

0,89\

_— 2.21
DcosfOp’ (2.21)

461/2 =

onde 4¢;/5 ¢ a largura a meia altura na escala de 260, e a espessura do cristal ¢ dada por
D= (p—1)d.
A Equacao pode ser reescrita como

KgA
FWHM = ———— 2.22
Dcosfp’ (2.22)

onde Kg é um parametro que depende da orientacao relativa do vetor de espalhamento e
a forma externa do cristal (PATTERSON, (1939; JAMES, 1962; LANGFORD; WILSON|

1978)). Para o caso de um cristal em forma de paralelepipedo, Kg = 0,89.
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3 TEORIA DINAMICA - CASO BRAGG

Neste capitulo serd apresentada a derivacao da equacao da intensidade para
caso Bragg simétrico usando a teoria dinamica da difracao de raios-X. O tratamento e a
notagao usados aqui seguem os apresentados por Zachariasen| (1945)).

No capitulo [2] foi visto que a onda de raios-X incidente é a mesma dentro
e fora do cristal, ou seja, a onda nao muda de direcao ou amplitude ao entrar no meio
cristalino, sua tnica interagao sendo o espalhamento por um atomo. Esse pressuposto é
o mesmo usado no tratamento do fenomeno de difracao pela teoria cinematica, na qual o

vetor campo elétrico pode ser escrito como
Eo = Ef exp(iwpt — 127k - 7), (3.1)

onde kf = (1/X\g)@o é o vetor de onda e @y o vetor unitério na dire¢ado de propagagao,
ambos fora do cristal. Considerar a Equacao [3.1] valida tanto dentro como fora do cristal
significa desprezar a interacao da onda incidente com as ondas difratadas dentro do cristal,
geradas pela interacao da radiagao incidente com os elétrons pertencentes aos atomos da
rede cristalina. Essa interacao da-se em forma de uma pequena polarizacao induzida nos
atomos pela onda incidente, o que leva a necessidade de expressar as ondas de raios-X no

interior do cristal pelo vetor deslocamento elétrico
Dy = Dy exp(iwgt — 273 - 7). (3.2)

Nesse caso, o problema é determinar Dy e (3, respectivamente a amplitude do desloca-
mento elétrico e seu vetor de onda. Esse problema pode ser resolvido considerando que:
(1) as condigbes de contorno devem ser satisfeitas na superficie e (2) no interior do cristal,

tanto a onda incidente quanto as difratadas tém que formar um conjunto auto-consistente.
3.1 Condigoes de contorno

Com relagao a condigao (1), suponha que a superficie do cristal seja plana na
fronteira por onde incide a onda da Equagao e que sua normal seja dada pelo vetor
unitario i, apontando para dentro do cristal. Escolhendo a origem nessa superficie, sua
equacao é dada por - r = 0. Nessa fronteira, as condicoes de contorno ditam que as
componentes normais dos vetores deslocamento elétrico e as componentes tangenciais dos
vetores campo elétrico sao continuas.

Por definicao,
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D =E + 4nP, (3.3)
D =kE, (3.4)

onde k é a constante dielétrica. Na regiao dos raios-X essa constante é muito proxima
de 1 (BATTERMAN; COLE] 1964), logo as condigoes de contorno podem ser satisfeitas
considerando que E§ &~ Dy e fazendo os termos ondulatérios das Equagoes [3.1] e [3.2] iguais

em todo o plano 7 - r = 0:

exp(iwgt — 1278 - r) = exp(iwpt — i27k( - 7), (3.5)
Bo-r =Kk, (3.6)
ﬂo - ks + A’fl (37)

Em outras palavras, o vetor de onda no interior do cristal s6 pode diferir do
vetor de onda no exterior por uma componente normal a superficie. Para determinar A,

parte-se de
BD = nkgv (38)

onde n é o indice de refracao, que na regiao dos raios-X é proximo de 1, o que permite

escreveé-lo como:

onde |dy| < 1. Consequentemente, o médulo do vetor de onda dentro do cristal pode ser

escrito como:
B85 = (1+ 60)°k§?, (3.10)
B2 a0 (14 280)kS2, (3.11)
onde, no tltimo passo, o termo (1 + &y)? foi expandido por série de Taylor em torno de

0o = 0. Uma expressao para A pode ser obtida combinando a Equagao[3.11]com o produto

escalar da Equacao [3.7] com ela mesma:

0
(1+ 200)k? = kS* + 2AKS - 71 + A2, (3.12)
Sok
A — 0%0, (3.13)

onde foi definido vy = u( - 7, chamado de cosseno diretor da onda incidente, e o termo de
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segunda ordem de A foi desprezado.
O vetor By nao esta completamente determinado porque é preciso encontrar
do, 0 que serd feito mais a frente:
dok§
004,

Yo

Bo = ki + (3.14)

3.2 O campo de ondas tem que satisfazer as equacoes de Maxwell

A onda incidente no interior do cristal é dada pela Equagao 3.2l O campo
total, por outro lado, é dado pela soma dessa onda com as ondas difratadas. Supondo
que existe uma onda difratada para cada vetor da rede reciproca, o campo total dentro

do cristal pode ser escrito como
D =) Dyexpliwt — 2784 - 7). (3.15)
H

A onda representada pela equacao tem que satisfazer a equacao de Maxwell:

1 0°D

VX(vxg):—gw,

(3.16)

onde ¢ é a velocidade da luz e € é o campo elétrico total no interior do cristal. Para resolver
essa equacao é preciso saber a constante dielétrica, que relaciona D e £. Entretanto, é
possivel continuar com as derivagoes usando apenas duas propriedades de k. Primeiro,

usa-se o fato que é préxima de 1, e pode ser escrita como kK = 1 + 1, com ¥ < 1: Dal,

£ %D, (3.17)
E=(1+y)'D, e (3.18)
E=(1-¢)D. (3.19)

Segundo, como um cristal é um meio periddico, é razoavel supor que k tenha a mesma

periodicidade e possa ser dada por uma série de Fourier, consequentemente
E=|1-> txexp(—2miK -7)| D, (3.20)
K

onde K representa um vetor da rede reciprocaﬂ A quantidade ©g é chamada de po-

larizabilidade e esta relacionada com o fator de estrutura, Fp, pela seguinte equagao

1O vetor da rede reciproca pode ser escrito como H = hb; + kby + lbs, onde h, k e [ sdo os indices de
Miller e by, by, e bs sao os vetores primitivos da rede reciproca. Ja o vetor posicao pode ser escrito como
T = za; +yas + zas, onde x, y e z sao as coordenadas fracionarias dos atomos dentro da célula unitaria
e ay, as, € a3z sao os vetores primitivos na rede direta, de forma que a; - b; = 2.
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(BATTERMAN; COLE, 1964) (ver Apéndice |A.5])

Are? Fy
mw? V'’

iy =~

(3.21)

onde m, e e w sao a massa, a carga e a frequéncia angular do elétron, respectivamente.
O fator de estrutura é a contribuicao da célula unitaria para a intensidade
do feixe difratado. O quanto cada atomo espalha o feixe incidente é dado pelo fator de
espalhamento atomico, f. A intensidade total é obtida somando-se as amplitudes das
ondas espalhadas por todos os atomos nessa célula, o que depende da posicao relativa

deles. A equacao do fator de estrutura é dada por

Fy=> (f+f +if")nexp2niH -r,), (3.22)

n

onde H é o vetor da rede reciproca, r é o vetor posicao do atomo e [’ e f” sdo as correcoes
do fator de espalhamento atomico, também sao conhecidas como correcoes de Holn, que
contém todos os detalhes da fisica da absor¢ao e ressonancia (BATTERMAN; COLE,
1964).

Substituindo a Equagao [3.20] em [3.16] obtém-se:

VXVX{

Desenvolvendo a Equagao acima (Apéndice [A.3]) chega-se a:

1— Zw[{ exp(—2miK - 7) Z Dy exp(iwgt — 1278y - T)} =
K H

1 0? ) .
-~ Zag Z Dy exp(iwot — 278y - 7). (3.23)
H

> [u-r(Bu - DL)Bu — Yu-185Di] = (k§ — 53) D (3.24)

L

Esse é o sistema fundamental de equacoes da teoria dinamica de difracao de raios-X.
Como o numero de vetores em uma rede reciproca é infinito, o sistema representado
pela Equagcao também tem um numero infinito de equagoes. Todavia, faremos a
suposicao que apenas os vetores para os quais as condi¢oes de Bragg forem satisfeitas é
que produzirao ondas com amplitude apreciavel. E possivel encontrar uma orientacao
do cristal com relagao ao feixe incidente em que ha apenas um vetor da rede reciproca
esta perto da condicao de Bragg, logo, tem-se somente um feixe difratado, de forma que

apenas Dy # 0 e Dy # 0. Com essas restrigoes o sistema de equagdes fundamentais é
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dado por
V(8o - Du)Bo — V85D = [k§ — 55(1 — 1o)] Do
Vu(Bu - Do)Bu — u Do = [k§ — B3 (1 — o) Dy

A segunda equacao do sistema acima revela algumas restricoes nas direcoes dos vetores

(3.25)

D e 3. O vetor Dy é a soma ponderada de By e Dy, logo esses trés vetores estao no
mesmo plano. Por outro lado, Dy e By sao perpendiculares, o que pode ser constatado
fazendo o produto escalar de B3y com os dois lados da segunda equacao do sistema |3.25|
De forma similar, fazendo o produto escalar de By com os dois lados da primeira equacao
do sistema [3.25] verifica-se que Dy e 3y também sao perpendiculares.

Usando a aproximacao do indice de refracao dada pela Equacao|3.11]é possivel

simplificar o lado direito das equacoes [3.25

kg — B3(1 — tho) = kg — kg (1 +200)(1 — o), (3.26)
~ kg — kg (1+ 200 — o), (3.27)
~ —kp (200 — to), (3.28)
e
ko — B (1 — o) ~ —kg (201 — o). (3.29)

O sistema [3.25| pode ser simplificado ainda mais fazendo o produto escalar da

primeira equacao com Dy e da segunda com Dy (ver Apéndice |A.4),

(200 — o) Dy — hzsen xDy = 0
_77DH SGHXD() + (25]{ — ¢0)DH = 0,

(3.30)

onde y é o angulo entre Dy e By. Esse sistema s6 tem solugao nao trivial se o determinante

da matriz dos coeficientes for zero. Assim,

(250 - ¢0)(25H - 'QZ)()) = ¢H¢ﬁ Sen2 X5 (331)

o que leva a seguinte solugao

Dy 200 — %o
Dy tYgseny

x (3.32)

Nesse ponto, é conveniente introduzir os estados de polarizacao da onda in-
cidente e relaciona-los com y. Quando D, é perpendicular ao plano formado por By e
Bu, ou seja, x = 7/2, tem-se o estado de polariza¢do o (normal). Quando Dy é paralelo

ao plano formado por By e By, ou seja, x = 7/2 — 20, tem-se o estado de polarizacao 7
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(paralelo) (Fig. @ Daqui em diante sera tratado apenas o caso de polarizacao normal.
O estudo da influéncia da polarizagao do feixe incidente no limite de Scherrer sera feito
em um trabalho posterior.

Figura 6 — Definicao dos estados de polarizacao do feixe incidente em
termos do angulo Y.

B D, B
Bo X Bo
260
Dy Polarizacao o Polarizacao 7

Fonte: Elaborada pelo autor
Para a polarizacao o, o deslocamento elétrico D esta saindo do plano da folha,
logo x = 7/2. Enquanto que para a polarizagao m, tem-se y = (7/2) — 26.

Para que a solucao dada pela equagao [3.32] seja completamente determinada
ainda é necessério encontrar dp. A Equagao [3.31] resolve parte desse problema ao fornecer
0o em funcao de dy, bastando agora encontrar outra equacao relacionando essas duas

quantidades, o que pode ser feito combinando By = By + H com as Equacoes el3.11],

obtendo-se

Soke Soke
K2(1+20g) = (kS + ~2h + H) - (k{ + —Cf + H) (3.33)
Yo Yo
1 1
5H = 5(50 + 50&, (334)

onde 1/b serve para diferenciar entre os casos Bragg e Laue, simétricos ou nao (ver

Apéndice [A. 1))

1 H 7
— =11 .
b { +kg~ﬁ,1’ (339

e a ¢ uma medida angular da diferenca entre a direcao do feixe incidente e a direcao da

condigao de Bragg (ver Apéndice [A.2):

H? 2
=|-—5+-—=ki-H|. 3.36
o= [+ (330

Substituindo a Equagao [3.34] em [3.31], e considerando apenas a polarizacao o,
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tem-se:
2
(200 — o) (5 — o + 04) =Yz, (3.37)
A equacao acima determina ¢y como

%—%&%—zixh+¢ﬂ, (3.39)

onde foram usadas as seguintes abreviagoes:

1-b b
5o+ 5 (3.39)

g =bib,,. (3.40)

z =

Pode-se reescrever a Equacao |3.37| usando a razao entre as amplitudes das

ondas incidentes e difratadas dada pela Equacao [3.32

b
2? +x (1—b)ﬂ+—a - ¢—H:O, (3.41)
vg  Yg Vg
que resolvida para x, resulta em
st 2
= 2EVATE (3.42)
Yy

Como existem duas solucgoes para o par dg e z, ha duas ondas incidentes e duas

difratadas dentro do cristal. O feixe incidente total é entao dado por

Dy = [D} exp(—ip'ty.) + Dy exp(—ip"t,, )] expli(wot — 27k§ - )], (3.43)
onde,
Kooy
¢ = 2r—2, (3.44)
o
k (S//
o' = om0 (3.45)
7o
to =7 T. (3.46)

Por outro lado, o feixe difratado total é dado por
Dy = [2' D{ exp(—i¢'ty,) + 2" Dy exp(—i¢"tn,)] expliwgt — 2im (kG + H) - r].  (3.47)

Para saber a amplitude dos campos no exterior do cristal é preciso aplicar as
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condigoes de contorno. Na superficie de entrada do feixe incidente, 1 - r = 0, tem-se:

D))+ Dl = E¢. (3.48)

Considerando um cristal em formato de placa com faces paralelas e espes-

sura tg, pode-se aplicar as condi¢oes de contorno também no plano 7 - r = t;. Nesse

plano, a onda difratada tem amplitude zero, uma vez que ela emerge na superficie supe-

rior.Portanto,

onde,

.
Dy

dx' Dy + """ Dy = 0, (3.49)
d = exp(—¢'ty) e (3.50)
" = exp(—¢"to). (3.51)

As Equagoes e formam um sistema que define as amplitudes Dj, e

C”x”

D6 = mEg (& (352)
da! .
Df =~ . (3.53)

A intensidade do feixe difratado no plano 7o - 7 = 0 é dada pela razdo Iy/I,

que pode ser encontrada de forma explicita usando as Equacoes [3.47, [3.52] e [3.53}

Iy | Dyl?

= (3.54)
Ig |2’ Djexp(—ip't) + 2" D} exp(—ip"t)|?

7= o , (3.55)
Iy ZE/CL’”(CH . C/) 2

I_S = Al — ! (356)

A Equacao pode ser escrita de forma mais explicita (ZACHARIASEN,

1945; WILKINS| 1978]), como

Iy
Iy lqg + 22| + {|q + 2%| + |2|*} senh®(aw) — {|q + 22| — |2|*} sen?(av)+

V2|15 |?{sen?(av) + senh?(aw)}

?

+ %]{|q + 22| + |22} — |q|?|*/? senh [2aw| + Im{z*(q + 22)'/?} sen(2av)
(3.57)

onde o asterisco significa o complexo conjugado, a = wkty/70, v = Re[\/q¢+ 2% e w =

Im[+/q + 22].

A Equacao [3.57] permite calcular o perfil de intensidade do feixe difratado,
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Iy /1§, em funcdo de 6, para uma reflexdo de um dado cristal no caso Bragg e com
polarizacao o. Nesse caso, esse perfil também é chamado de rocking curveﬂ Para fins
ilustrativos, a Figura [7| mostra a forma das rocking curves da reflexao (111) do cristal de
silicio calculadas usando a Equacao m E possivel ver nessa figura que o formato do
pico muda com a espessura do cristal, mostrando caracteristicas das teorias cinematica e
dinamica. Para D = 10 e 100 nm, as rocking curves sao simétricas, largas e com franjas
laterais de baixa intensidade, essas caracteristicas sao as mesmas dos picos de difracao
calculados usando a teoria cinemdtica. Ja para D = 5 e 50 pum, as rocking curves sao
assimétricas, com o topo do pico achatado e com maior intensidade para desvios negativos
do angulo de Bragg. Essas caracteristicas nao sao explicadas pela teoria cinematica, sendo
proprias da teoria dinamica.

A Figura [7] também mostra que a largura da rocking curve diminui com o
aumento da espessura do cristal de 10 nm até 5 ym. Esse comportamento ¢é esperado de
acordo com o equacao de Scherrer. Todavia, a largura praticamente nao sofre alteragao
quando a espessura do cristal passa de 5 ym para 50 pm. Essa largura minima prevista
pela teoria dinamica, e observada em todo cristal perfeito, é conhecida como largura de
Darwin (DARWIN| 1914a; DARWIN| 1914b).

2Para obter uma rocking curve experimentalmente, fixa-se a fonte e o detector e em seguida faz-se
uma varredura do cristal em relagao ao feixe incidente monitorando-se a intensidade difratada.



Figura 7 — Rocking curves calculadas usando a teoria dinamica, para a
reflexdo simétrica (111) do cristal de silicio.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Essas curvas exemplificam algumas caracteristicas das rocking curves obtidas
usando a teoria dinamica. Para cristais com espessuras pequenos, nesse caso
to = 10 e 100 nm, as curvas apresentam um pico central e franjas laterais de
baixa intensidade e largas. Esse mesmo resultado pode ser obtido usando a
teoria cinemética. A medida que a espessura do cristal cresce, tg = 5 um,
o pico se assemelha mais a um platd; ainda ha franjas laterais, mas agora
mais estreitas e intensas. No limite de tp — oo (50 um) a largura a meia
altura atinge um valor minimo, indicado aqui por FWHMp, que é chamado
de largura de Darwin. A assimetria do pico deve-se a absor¢ao; na regiao bem
préxima ao angulo de Bragg, o deslocamento elétrico dentro do cristal forma
ondas estacionarias. Os nds dessas ondas coincidem com os planos atomicos
para 6 < 0p, logo nao ha absorcao. Ja para 8 > 0 o maximo dessas ondas
coincidem com os planos atomicos, provocando absorcao e consequentemente
um menor valor de Iy/ly. Os calculos foram feitos para a reflexdo (111) do
cristal de silicio, geometria Bragg simétrico (b = —1), usando A = 1,54 A
Os fatores de espalhamento atomicos foram calculados com os coeficientes
dados por Waasmaier e Kirfel (1995) e as correcoes devido ao espalhamento
andmalo dadas por (Cromer| (1970).
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4 PROCEDIMENTO PARA O CALCULO DO LIMITE DE SCHERRER

Todas as rocking curves, nesse trabalho, foram calculadas usando a Equagao
[3.57] para a geometria de espalhamento Bragg simétrico, onde b = —1, e polarizagao o
(Fig. [§).

O procedimento para determinar o Limite de Scherrer consiste,primeiramente,
em calcular a rocking curve de um cristal com espessura Dp usando a Equagao [3.57]
Uma rocking curve é obtida medindo-se a intensidade do feixe difratado em funcao de
0. Todavia, é mais comum utilizar 26, que indica o angulo entre o feixe difratado com o

incidente.

Figura 8 — Geometria de espalhamento para obtengao de uma rocking curve.

&, @bo
< & . g{g‘b‘
& &
Q)@ . "'IVQJ
Oj@ &Q}
0 0

Cristal

Fonte: Elaborada pelo autor

Os planos atomicos sao representados pelas linhas tracejadas.
Para o caso de polarizagao o o campo elétrico é perpendicular
ao plano da figura.

O segundo passo é medir a largura a meia altura (FWHM) dessa rocking curve,
que ¢ igual a diferenca angular das duas posicoes onde a intensidade é metade da méxima.
Devido a complexidade da Equacao [3.57] nao ha uma forma analitica simples para obter
a largura a meia altura, consequentemente, usa-se esse método numéricoﬂ O terceiro
passo é substituir essa FWHM na equacao de Scherrer e obter a espessura do cristal, Dg
(AZAROFF, 1968; KLUG; ALEXANDER, 1974; BURTON et al., 2009; HOLZWARTH;

GIBSON|, 2011} LANGFORD; WILSON|, [1978}; [PATTERSON], [1939; [VIVES et al.| [2004;
SCHERRER/|1918). A razdo Dg/Dp ¢ utilizada para indicar o quanto o valor da espessura

do cristal extraida pela equacao de Scherrer (Dg) esta préxima do valor esperado (Dp).

!No limite para cristais infinitamente espessos a FWHM ¢ chamada de largura de Darwin, e nesse
caso ha uma expressdo analitica para ela, dada pela Equacao @
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O procedimento descrito no pardgrafo anterior é repetido para uma série de va-
lores de Dp indo desde alguns nanometros até alguns micrometros. [Muniz et al.| (2016) es-
tabeleceram como limite de Scherrer a espessura do cristal (Dp) para o qual Dg/Dp = 0,8.
Esses autores argumentaram que esse limite é razoavel de um ponto de vista experimental,
onde consideraram aceitdvel um erro de 20%.

Todavia, nesse trabalho busca-se determinar com mais precisao o ponto em
que a equacao de Scherrer comeca a perder a validade. Logo, uma definicao do limite
de Scherrer mais restrita é necessaria. Consequentemente, para esse para esse trabalho o
limite é definido como a espessura do cristal (Dp) para o qual Dg/Dp = 0,95. A Figura
9] ilustra a defini¢ao do Limite de Scherrer para os cristais de CeOs, LaBg e Si onde foram

usadas as reflexdes (111), (110) e (111) respectivamente.



Figura 9 — Limite de Scherrer dos cristais Si, LaBg e CeOs.
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Fonte: (MUNIZ et al., 2016) (adaptado pelo autor)

Muniz et al. (2016]) definiram o limite de Scherrer como o valor
de Dp para o qual a razao Ds/Dp = 0,8, pois consideraram
esse erro aceitavel do ponto de vista experimental. No presente
trabalho, esse limite é definido como o valor de Dp para o
qual a razao Dg/Dp = 0,95 de forma a determinar com mais
precisao o ponto em que a equagao de Scherrer comega a perder
a validade. A espessura do cristal obtida usando a equacao de
Scherrer é Dg, o comprimento de onda usado foi A = 1.54A4
(radiagao Koy do cobre), os fatores de espalhamento atémicos
foram calculados com os coeficientes dados por [Waasmaier e
Kirfel (1995) e as corregoes devido ao espalhamento anémalo
dadas por Cromer| (1970)). As linhas através dos pontos sao
apenas guia para os olhos.
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5 CRISTAIS DA 5% LINHA DA TABELA PERIODICA

Os valores do limite de Scherrer obtidos para os cristais de CeO,, LaBg e Si no
capitulo [4] foram respectivamente 472,1 nm, 876,6 nm e 1363,8 nm. Muniz et al.| (2016))
propuseram que esses valores do limite de Scherrer sao inversamente proporcionais aos
coeficientes de absorgao linear (1), que para esses cristais sao: 2117,3 ecm™*, 1091,6 cm™!
e 143 cm™!, respectivamente. Essa proposta é coerente com o limite entre as teorias
cinemética e dinamica dado pela quantidade poD, que quando é muito menor que 1, os
picos de difracao podem ser descritos satisfatoriamente pela teoria cinemaética da difracao
de raios-X (ZACHARIASEN] [1945). Como a equagao de Scherrer é derivada na teoria
cinematica, é de se esperar que ela forneca o valor correto do tamanho do cristalito,
portanto quanto menor o valor de p maior sera o limite de Scherrer.

Para testar a hipdtese de Muniz et al.| (2016]) o limite de Scherrer foi calculado
para uma série de cristais com coeficientes de absorcao linear diferentes. Para tanto,
foram escolhidos cristais do grupo espacial F'm3m com apenas um tipo de dtomo na
célula unitaria. Para obter varios valores de po de uma forma sistematica, foram usados
apenas os atomos da 5% linha da tabela periédica: Y, Zr, Mo, Tc, Ru, Rh, Pd, Ag, Sn,
Sb e Xe.

O valor do coeficiente de absor¢ao linear é dado por (AUTHIER, [2001)):

onde R é o raio classico do elétron cujo valor é R = 2.817940 x 10~ %m (MOHR; TAYLOR,
2000) e A é o comprimento de onda da radiacdo utilizada. A quantidade Fog € o valor do
fator de estrutura para g = 0, cuja expressao é obtida fazendo h =0, k =0e ! =0 na
Equacao . Para o caso especifico do grupo espacial F'm3m com apenas um tipo de
atomo, cujas posicoes equivalentes sao (0, 0, 0), (0, %, %), (%, 0, %) e (%, %, 0), a expressao
de Im[Fygo] é dada por:

Im[Fyoo] = 4f . (5.2)

Pode-se perceber pelas Equacoes e que o coeficiente de absorcao é
diretamente proporcional a f* e inversamente proporcional ao volume da célula unitéria.
Os cristais da 5% linha da tabela periédica tem valores crescentes de f' com o nimero
atomico, o que resulta em uma sequéncia de valores crescentes de i (Tabela. Percebe-se
que os valores sao crescentes até o Rh, a partir do qual nao tem mais um comportamento

linear. Isso acontece devido ao comportamento do parametro de rede que, apdés Rh,
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Tabela 1 — Limite de Scherrer e constantes fisicas dos cristais da 5% linha da
tabela periodica

Limite de Parametro
Cristal Z o (cm™')  Scherrer de rede Fiy fe f'e  #ICSD®

(um) (A)

Y 39 595.9 2322 4.97 126,1 -0.2788 2,107 41510
Zr 40 862.1 191,3 4.51 126,4 -0.1808 2,278 41511
Mo 42 1455.0 149,6 4.51 129,8 -0.02557 2,743 41513
Tec 43 1748.8 138,4 3.9 131,6 0.01971 2,988 41514
Ru 44 2015.1 130,0 3.83 135,3  0.07269 3,261 41515
Rh 45 2726.0 113,8 3.591 136,1 0.1195 3,636 171677
Pd 46 2330.5 126,7 3.9 1454 0.1739 3,982 41517
Ag 47 2169.8 133,4 4.0855 151,2  0.1754 4,262 52257
Sn 50 700.7 286,7 6.489 178,6  0.08831 5,515 40039
Sb 51 2005.7 154,4 4.61 167,7 -0.01459 5,660 52198
Xe b4 1161.2 245.6 6.132 189,5 -0.3546 7,712 43428

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os cristais tém grupo espacial F'm3m com apenas um tipo de 4tomo na cela unitaria.
O comprimento de onda utilizado foi A = 1.54A e a reflexiio foi a (111). Z é o niimero
atomico.

2Qs fatores de espalhamento atomicos, f’ e f”, foram calculados com os coeficientes da-
dos por [Waasmaier e Kirfel (1995) e as correcoes nesses fatores devido ao efeito de res-
sonancia da radiacao incidente com os niveis eletronicos, também chamado de espalha-
mento anoémalo, foram obtidas de (Cromer| (1970)).

bICSD - Base de dados de estruturas cristalinas para cristais inorganicos, do inglés Inor-
ganic Crystal Structure Database

aumenta e consequentemente, tende a diminuir o valor de pg. De qualquer forma, tem-se
uma faixa de valores de py bem larga, desde 595,9 cm™! até 2726 cm ™.

A Figura [I0] mostra o comportamento do limite de Scherrer com o coeficiente
de absorcao linear em um grafico log-log para melhor visualizacao. Ha uma tendéncia geral
de que valores menores de pg geram limites de Scherrer maiores, todavia nao é possivel
obter uma func¢ao simples que descreva esse comportamento. Por exemplo, poderiamos
tentar tracar uma reta passando por Y, Zr até Rh, mas nao conseguiriamos explicar as
divergéncias de Sn, Xe e Sb baseados em ug apenas. Por outro lado, os cristais de Ru e
Sb tém praticamente o mesmo valor de j e valores diferentes para o limite de Scherrer.
Dessa forma, é necessario fazer um estudo sistematico, isolando o efeito de cada parametro
do cristal, no limite de Scherrer. Isso sera feito nos capitulos seguintes, onde serao usadas
estruturas cristalinas ficticias em que cada parametro possa ser variado sem afetar os

demais.



Figura 10 — Limite de Scherrer para os cristais da 5 linha
da tabela periddica.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Existe uma tendéncia geral onde a medida que po aumenta, o
limite de Scherrer diminui. Entretanto, os pontos nao formam
uma curva simples, o que sugere que o limite de Scherrer nao
dependa apenas de pg. Esses resultados foram obtidos para a
reflexdio (111) e comprimento de onda A = 1.54A. Os cristais
pertencem ao grupo espacial F'm3m e tém apenas um tipo de
atomo na célula unitaria.
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6 CRISTAL PROTOTIPO I

Foi mostrado no capitulo 5[ que pp nao é o tnico parametro que determina o
limite de Scherrer e que para compreendé-lo, é necessario estudar a influéncia de outros
parametros como o angulo de Bragg, o fator de estrutura e o comprimento de onda. Para
isso, foi criada uma estrutura cristalina ficticia, com grupo espacial F'm3m e apenas um
tipo de atomo na célula unitaria. Essa é a mesma estrutura dos cristais da 5% linha da
tabela periodica com a diferenga que é possivel variar um parametro de cada vez sem,
alterar os demais. Como isso ¢ feito, ¢ mostrado a seguir.

O primeiro parametro a ser estudado é o poder de espalhamento de uma re-
flexdo H (Fg), definido como

Fu = (| Fyl[F5)'?/V, (6.1)

onde Fy foi incluido por estar presente nos cdlculos da intensidade da teoria dinamica,
que estd envolvido no multiplo espalhamento. Por outro lado, é esperado que Fy seja
inversamente proporcional a V', uma vez que reflexoes mais densas refletem os raios-X
mais fortemente.

O parametro 7, por sua vez, pode ter qualquer valor entre 0 e 1 e serve para
ajustar a magnitude de Fp. Dessa forma, é possivel criar uma série de cristais em que o
unico parametro diferente entre eles seja Fg, sendo assim possivel determinar a influéncia
desse parametro no limite de Scherrer.

Para calcular Fy ¢ preciso primeiro calcular I, e F'7, o que pode ser feito
usando a Equagao e as posigoes atomicas dos atomos no cristal protétipo I: (0, 0,
0), (0, 3, 1), (3,0, 3) e (3, 1, 0). Para esse cristal, o fator de estrutura ¢ dado por

(CULLITY; STOCK, [2001) (ver Apéndice [B)):

{ 0 Para h, k e | misturados pares e impares (6.2)
Fy =

A(f+ f +if")  para hk,l todos pares ou impares. (6.3)

O efeito do angulo de Bragg no limite de Scherrer pode ser estudado usando
as diferentes reflexoes da estrutura, mantendo tanto o comprimento de onda quando o
parametro de rede constantes. Por exemplo, para A = 1.54 A e a = 4,1 A as seguintes
reflex6es podem ser acessadas: (111), (002), (022), (113), (222), (004), (133), (024), (224)
e (333), o que significa angulos de Bragg desde 0 = 18,983 graus até g = 77,386 graus.
O efeito da absorgao pode ser estudado variando-se o coeficiente de absor¢ao

linear, que para o cristal protétipo I é obtido pela combinacao das Equacoes ep.2
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levando a
po = 8RAf"/V, (6.4)

onde R é o raio classico do elétron cujo valor é R = 2,817940 x 10~ %m (MOHR; TAYLOR,
2000), A é o comprimento de onda da radiacdo utilizada, f* é a parte imaginaria da
correcao do fator de espalhamento atomico e V' é o volume da cela unitaria. Sendo assim,
1o pode ser variado independentemente dos outros parametros ajustando-se f . A Tabela

mostra os valores de absorcao usados nesse trabalho:

Tabela 2 — Valores de absorcdo e f
utilizado nos calculos.

1"

o (em™1) /
A=100A X=154A

0 0,0000 0,0000

400 1,2228 0,7940
600 1,8344 1,1912
1000 3,0573 1,9853
2000 6,1146 3,9705
3000 9.1718 5,9557

Fonte: Elaborada pelo autor.

O primeiro passo para obter o limite de Scherrer é calcular as rocking curves
usando a Equacao [3.57] Essas curvas obtidas usando o cristal prototipo I sao mostradas
na Figura Elas apresentam as caracteristicas esperadas para os diversos tamanhos do
cristalito, assim como as rocking curves calculadas para o silicio e mostradas na Figura [7]

Constatado que a estrutura do cristal prototipo I produz resultados satis-
fatorios quando usada como entrada na equacao de Zachariansen para gerar as
rocking curves, resta repetir esses calculos variando sistematicamente Fy, uo € 0g, para
estudar suas influéncias no limite de Scherrer.

O quadro inferior da Figura mostra curvas Ds/Dp vs. Dp para alguns
valores de Fp, onde percebe-se que o limite de Scherrer diminui com o aumento do poder
de espalhamento. O quadro superior dessa mesma figura mostra que essa diminuicao pode
ser descrita por uma funcdo do tipo a/z™, que em um grafico do tipo log-log é uma reta.
Esse mesmo tipo de funcao pode ser usada para outros angulos de Bragg, sendo que o
limite de Scherrer aumenta a medida que o angulo de Bragg aumenta (Figura .

Por outro lado, a inclusao da absorcao nao afeta o limite de Scherrer para
Fy > 0,3. Para Fy < 0,3 o limite diminui a medida que pg cresce, sendo que esse
efeito é maior quanto maior for gy, e menor for Fp, como mostra a Figura |13 Para fins

ilustrativos, a Figura 14 mostra o efeito de g para um cristal com po = 1000 cm ™.



Figura 11 — Rocking curves do cristal prototipo I.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Essas curvas mostram as caracteristicas esperadas para diver-
sos valores de Dp. O gréfico acima é para a reflexao (111)
onde foram usados quatro valores de Dp: 10 nm, 100 nm, 1
pm e 10 pm. A parte imaginaria da correcao do fator de espa-
lhamento atomico é f// = 1,9853 o que resulta em po = 1000
cm~! para A = 1,54 A. Os valores de méximo dos picos sao
0,000803 para 10 nm, 0,074188 para 100 nm, 0,906999 para 1
pm e 0,937088 para 10 pm. O valor do fator de estrutura é

F, = Fe = 146,493 + i6,353.
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Figura 12 — Limite de Scherrer para o cristal
protétipo I em funcao de Fy.

—
[}

Limite de Scherrer (nm)
=

Dy, (nm)

Fonte: Elaborada pelo autor

O quadro inferior mostra a variacao da razao Dg/Dp com
Dp para varios valores do poder de espalhamento. Para
cada uma dessas curvas, o limite de Scherrer é definido
como o valor de Dp para o qual Dg/Dp = 0,95. O quadro
superior mostra que esse limite de Scherrer diminui com
o poder de espalhamento e pode ser ajustado com uma
funcao do tipo az™™. Os célculos sao relativos a reflexao
(111), pio = 0 e A = 1,54 A. Nesse caso, o melhor ajuste foi
obtido para a = 285,4 + 0,4 nm!~™ e m = 1,005 + 0,001
nm. As linhas na parte inferior sdo apenas guia para os
olhos.
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Figura 13 — Efeito do angulo de Bragg e da absor¢ao no
limite de Scherrer.
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Fonte: Elaborada pelo autor

(Superior) A variagdo do limite de Scherrer com Fpy pode ser
descrita com uma funcgao do tipo y = ax™"™, que em um grafico
log-log é uma reta. O aumento do adngulo de Bragg provoca
um aumento do Limite de Scherrer, todavia, a forma da curva
continua a mesma. Dessa forma, para cada fp existe um con-
junto de parametros (a,m) que definem o limite de Scherrer.
(Inferior) A inclusao de absorgao nao afeta o limite de Scherrer
para Fg > 0,3. Para Fi < 0,3 o limite diminui a medida que
1o cresce, sendo que esse efeito é maior quanto maior for pg e
menor for Fp. Esse caso refere-se a um cristal sem absorgao

(ko = 0).
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Figura 14 — Efeito do angulo de Bragg no limite de
Scherrer para um cristal com gy = 3000 cm ™.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O aumento do angulo de Bragg eleva o limite de Scher-
rer mas deixa a forma da variacdo desse limite com Fp
inalterada. Por outro lado, a absorcao praticamente nao
afeta o limite de Scherrer para valores de Fg > 0,3 en-
quanto que para Fyg < 0,3 o limite diminui a medida que
1o cresce, sendo que esse efeito é maior quanto maior for
po € menor for Fpy.
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7 CRISTAL PROTOTIPO II

Os resultados apresentados no capitulo 6, em principio, valem apenas para o
cristal protétipo I, nada garante que tenham aplicacao geral. Antes de atacar o problema
de uma forma geral, sera verificado se esses resultados se repetem para uma outra estru-
tura. Para esse fim, foi criado o cristal protétipo II, baseado no grupo espacial F43m e

com dois tipos de atomo na célula unitaria.

1 1

As posigoes atomicas do cristal protétipo I (Fm3m) sao (0, 0, 0), (0, 3, 3),

(3.0, 3)e

20 Y g
cristal protétipo II foi criado adicionando a estrutura do protétipo I, um outro conjunto

(%, %, 0). O tipo de dtomo que ocupa essas posigoes serd chamado de A. O

de dtomos que chamaremos de B e que se situam nas posigoes (1, 1, 1), (3, 1, 2) (3, 3

o4\ e oah \p g
3 13 1 -
2) e (4, 3, 1), como mostrado na F1gura

Figura 15 — Posi¢oes atomicas nas células unitarias dos cristais protétipos I e 11
vistos da direcao z.

Prototipo 1 @ iomoh Prototipo 11
y Atomo B y

g
¢l ol o . o —o o

Fonte: Elaborada pelo autor

As posigoes atomicas do atomo A sdo as mesmas nos dois cristais e os nimeros
entre parénteses sao as coordenadas fraciondrias na direcao z. A simetria do cristal
protétipo II pode ser alterada ajustando-se fg. Por exemplo, para fg = fa a
estrutura se torna centro-simétrica. Por outro lado, para fg = 0 a estrutura se
torna a mesma do protétipo 1.

O fator de estrutura do cristal protétipo II é dado por (WARREN, [1969):

((fa+ify) + (fs+ify) for h+k+1=4n (neN) (
(fa+ifs) = (fs +ifs)  for h+k+1=4n+2 (n € N) (
(fa+ife) +i(fs +ifs) for h+k—+1=4n+1 (n € N) (

(fa+ify) —i(fe +ify) forh+k+1=4n+3 (n€N) (

(
(
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Pode-se obter diferentes configuragoes para o cristal protétipo II ao variar a
razao fp/a = fB /fa. Por um lado, para fg/a = 0 a estrutura se torna igual a do protétipo
I. Por outro lado, para fg/a = 1 a estrutura se torna centro-simétrica. Nesse tltimo caso
ha um nimero maior de reflexdes proibidas, quando h+ k+1 = 4n+2oudn+ 3 (n € N).

No cristal Protétipo I, o coeficiente de absorcao linear foi variado ajustando-se
f". Como o cristal Protétipo II possui dois tipos de dtomos, existem duas correcoes para

o fator de espalhamento atémico, uma para cada dtomo, f, e fg, o que resulta em
Im[Fy] = 4(fs + f8), (7.5)
e consequentemente, o coeficiente de absorcao linear é dado por:

fio = 8RA(fa + f3)/V. (7.6)

Um dado valor de po pode ser obtido por varias combinacoes de f//\/ e f]/gl,
bastando para isso que, a soma dessas duas correcoes do fator de espalhamento permaneca

~ " "o,
a mesma. Nesse trabalho, a propor¢ao entre f, e fz é a mesma que a entre f e fp:

" o fA " "

fA_ fA+fB<fA+fB) (77)
"o fB ” "

fe = fA+fB<fA + fp)- (7.8)

Os valores de f, e fg usados nesse trabalho estdo listados na Tabela .

Tabela 3 — Valores de absorgao, fx e f]; usados nos calculos.
A=1,00 A A=154 A

1

fa /5 fa fs

400 0,97824 0,24456 0,6352  0,1588

600  1,46672 0,36668 0,95296 0,23824

0,25 1000  2,44584 0,61146 1,58824 0,39706
2000  4,80168 1,22292 3,17640 0,79410

3000  7,33744 1,83436 4,76456 1,19114

400 0,81520 0,40760 0,52933 0,26467

600 1,22223 0,61213 0,79413 0,39707

0,67 1000  2,03820 1,01910 1,32353 0,66177
2000  4,07640 2,03820 2,64700 1,45580

3000  6,11453 3,05727 3,97047 1,98523

400 0,61140 0,61140 0,39799 0,39700

600  0,91670 0,91670 0,59560 0,59560

1,00 1000  1,52865 1,52865 0,99265 0,99265
2000 3,05730 3,05730 1,98525 1,98525

3000  4,58590 4,58590 2,97785 2,97785

Fonte: Elaborada pelo autor.

fe/a po (cm™t)
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Os célculos mostram que o limite de Scherrer do cristal protétipo I independe
da configuracao do fator de estrutura representada por fg,4, o que significa que é o mesmo
do cristal protétipo I, j4 que o limite para fp 4 = 0 é igual ao limite para fg/4 # 0. Por
outro lado, também nao é influenciado pela presenca (fp/a =0 e 1) ou nao (fp/a = 0,25
e 0,5) de um centro de simetria. Esse comportamento se repete também para cristais

absorvedores, como pode ser observado na Figura (16|



Figura 16 — Limite de Scherrer do cristal prototipo II para
quatro configuracoes do fator de estrutura.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O limite de Scherrer do cristal protétipo II independe da
configuracao do fator de estrutura, o que por um lado sig-
nifica que é igual ao do protétipo I (ug = 0) e por outro
lado nao ¢ afetado pela presenga (fp/a = 0 e 1) ou nao
(fB/a = 0,25 € 0,5) de um centro de simetria.
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8 CASO GERAL: po =0

Nos capitulos anteriores, a dependéncia do limite de Scherrer com o poder de
espalhamento, o angulo de Bragg e o coeficiente linear de absorcao foi investigada. A
hipé6tese langada por Muniz et al.| (2016) de que o limite de Scherrer depende de p foi
testada nos cristais da 5* linha da tabela periédica, e constatou-se que outros parametros
também influenciavam o limite de Scherrer. Em seguida foi criado um cristal protétipo,
onde foi possivel variar cada parametro estrutural e experimental de forma independente.
Para esse cristal, observou-se que o limite de Scherrer é inversamente proporcional ao
poder de espalhamento e que aumenta com o aumento do angulo de Bragg. Também
foi observado que a inclusao da absor¢ao diminui o limite de Scherrer para reflexdes com
poder de espalhamento pequeno. Esses mesmos resultados foram obtidos para um outro
cristal protétipo, sendo que nesse caso, também foi constatado que o limite de Scherrer
independe da fase do fator de estrutura e da presenca ou nao de um centro de simetria.

Os resultados obtidos nos capitulos anteriores e resumidos no paragrafo an-
terior nao tem cardter geral porque foram obtidos para uma estrutura especifica. Neste
capitulo, as quantidades F,, Fy, F,, V e fp nao serao calculadas para uma estrutura,
mas sim, definidas arbitrariamente de forma a simular todas as estruturas possiveis e
obter resultados gerais.

Mesmo definindo arbitrariamente os parametros usados para calcular as rocking
curves, existem vinculos que devem ser obedecidos porque esses parametros representam
uma estrutura cristalina real. Por exemplo, |F,| < [F,| como pode ser verificado ao
inspecionar a Equacao [3.22] Logo, é preciso usar apenas conjuntos de parametros que
obedecam a esses vinculos, porque esses serao os Unicos conjuntos que tém significado
fisico. A determinacao desses vinculos é facilitada se as estruturas cristalinas forem divi-

didas em quatro grupos, considerando se sao ou nao centrossimétricas e se existe absorcao.
8.1 Cristais centrossimétricos com pg = 0

A expressao do fator de estrutura de uma reflexao H (F,) na auséncia de

absorcao pode ser escrita como

F, = Z filcos(H - x;) +isen(H - x,)]. (8.1)

=1

Em um cristal com centro de simetria, para cada atomo na posicao x existe

um atomo igual em —x. Sendo assim, é possivel simplificar a Equagao levando em
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conta que a fungao seno é impar, ou seja, senf = —sen(—0), e que a fungao cosseno é
par, cos§ = cos(—0). Nesse caso, o nimero de dtomos distintos cai pela metade, fazendo

com que o limite superior do somatério passe de N para N/2:

N/2 N/2
Fy = Z filcos(H - x;) +isen(H - x;)] + Z fileos(—H - x;) +isen(—H-x;)], (8.2)
N/2 N/2
Fy = Z fileos(H - x;) +isen(H - x;)] + Z filcos(H - x;) —isen(H - x;)], (8.3)
N/2
Fy =2 fleos(H - x;)] (8.4)
oA (8.5)

onde A = Z;V:/f fjcos(H - x;). Para essa categoria de cristais, o fator de estrutura é um
numero real, e consequentemente, o seu angulo de fase, ¢y, é igual a zero ou 7.

A préxima quantidade a ser calculada é F7, que pode ser obtida substituindo-
se H por —H na Equagao [8.4] Dali,

N/2
Fz =2 Z filcos(—H - x;)], (8.6)
N/2
Fz =2 Z filcos(H - x;)], (8.7)
F =24, (8.8)

Resumindo, os valores dos fatores de estrutura para cristais sem absor¢ao e

com centro de simetria tém que satisfazer as seguintes condigoes:
o |Fyl=IFgl <I|E

A Tabela [4] mostra o conjunto de valores utilizados como entrada na equacao
de Zachariansen ; os célculos foram realizados para todas as combinagoes desses
parametros.

O limite de Scherrer calculado com a metodologia apresentada nesse capitulo
é igual ao que foi obtido usando os cristais protétipo I e I como mostra a Figura [I7]

Um detalhe que merece atencao na Figura ¢ que os volumes da célula

unitaria dos cristais do Caso Geral e Protoétipo I sao ligeiramente diferentes, esse igual
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Tabela 4 — Parametros de entrada para a Equacao de Za-
chariansen (ZACHARIASEN]| 1945)) para estudar seus
efeitos no Limite de Scherrer.

Parametro Valor Unidades
Comprimento de onda () 1,540 A
Angulo de Bragg (65) 18,983 graus
Volume célula unitaria (V) 71,830 A3
Re[F, 300,000
Im[£] 0,000
|F';;| minimo - méximo 3,000 - 240,000

Fonte: Elaborada pelo autor.

a 68,921 A3 e aquele igual a 71,830 A3, e mesmo assim os limites de Scherrer para as
duas estruturas sao iguais. Esse comportamento foi confirmado para outros valores de
V. Outro parametro que também nao afeta o limite de Scherrer é Fj. Por outro lado, os

efeitos de 6 e A sao 0os mesmos que nos cristais prototipo I e I, como mostra a Figura

18l



Figura 17 — Limite de Scherrer em funcao de Fpy para o caso geral e o
cristal prototipo I.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Esse calculos confirmam os resultados obtidos para o cristal protétipo I para
o caso de pup = 0 e estrutura centrossimétrica. Resultados similares foram
obtidos para outras combinacoes das quantidades Fy, A, g e V.

o4



Limite de Scherrer (nm)

Figura 18 — A dependéncia do limite de Scherrer com V| Fy, 0 e .
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Fonte: Elaborada pelo autor

O limite de Scherrer nao depende de V e Fy, e apresenta o mesmo comportamento
com Ap e A observado nos cristais prototipo I e II. Esses resultados foram obtidos
para o caso geral com pg = 0 e um cristal centrossimétrico. Nesse exemplo, quando
0s seguintes parametros nao estao sendo variados, seus valores sao: V = 71,830
A3, Fy =300, g = 15 graus e A = 1,54 A.
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8.2 Cristais nao centrossimétricos com pg = 0

A expressao do fator de estrutura de uma reflexao H na auséncia de absorcao
e para cristais sem centro de simetria nao pode ser simplificada da forma apresentada na
secao anterior. Sendo assim, é necesséario usar diretamente a Equagao [8.1

Definindo A, = Z;VZI ficos(H -x;) , B, = Zjvzl fisen(H - x;) e ¢y =
arctan (B,/A,) pode-se reescrever a Equagao na seguinte forma:

F, = A, +iB,, (8:9)
FH = |FH| exp(ing), (810)

onde |F, | =1/ A2 + B2.

Assim como foi feito na secao anterior, é preciso encontrar os valores possiveis

de F. Partindo da Equagao [8.1) e substituindo H por —H tem-se:

N
Fe = Z filcos(—H - x;) +isen(—H - x;)], (8.11)
3;1
Py = Z filcos(H - x;) —isen(H - x;)], (8.12)
Fo= A, —iB,, (8.13)
Fy = [Fylexp(—ig,). (8.14)

Resumindo, os valores dos fatores de estrutura para cristais sem absorcao e

sem centro de simetria tém que satisfazer as seguintes condigoes:
o [Fyl=1Fgl,

O angulo de fase (¢,;) pode ter qualquer valor diferente de zero para esse
caso em que o cristal nao tem centro de simetria. Todavia, ao fazer os calculos para
diversos valores de ¢, a saber, 0, 10, 25, 45, 90, 135 e 180°, constatou-se que o mesmo
nao influencia o limite de Scherrer como se observa na Figura . O angulo ¢, = 0 foi
incluido para possibilitar uma comparagao com o cristal centrossimétrico, e foi confirmado
que a presenca ou nao de um centro de simetria, nao altera o limite de Scherrer.

O resultado apresentado na Figura [19 foi obtido para um determinado valor
de 6 e A\, mas nada garante que o efeito desses no Limite de Scherrer seja o mesmo

observado para o cristal centro simétrico. Portanto, foi necessario efetuar os calculos
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Figura 19 — Efeito da fase do fator de estrutura no limite
de Scherrer para o caso geral com pg = 0 e sem centro de

simetria.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O limite de Scherrer nao depende da fase do fator de estrutura e
consequentemente é o0 mesmo para um cristal centrossimétrico
(¢ = 0) ou nao (¢y # 0). Esse mesmo resultado foi obtido
para diversas combinagoes dos parametros Fy, A\, g e V.

considerando todas as combinagoes das variaveis. A Tabela [5| mostra os valores usados
nessas combinacoes. Por motivo de ilustracao, as Figuras 20] e 21 mostram o efeito de 63

e A no Limite de Scherrer para ¢y = 135°.
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Tabela 5 — Parametros de entrada para a Equacao de Zachariansen
(ZACHARIASEN]| 1945) para testar o efeito do angulo ¢z no limite de
Scherrer.

Parametro Valor Unidades
Angulo fator estrutura (¢,,) 0, 10, 25, 45, 90, 135 e 180 graus
Comprimento de onda () 0,7, 1,0; 1,54; 2,0 e 2,5 A
Angulo de Bragg (0p) 15,186; 30; 45; 60; 75 e 85 graus
Volume célula unitaria (V) 71,830 A’
Re[F,| 300,000
Im[F] 0,000
| F',;| minimo - méximo 3,000 - 240,000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 20 — Efeito do angulo de Bragg (6z)no limite de
Scherrer para o caso geral com py = 0 e sem centro de

simetria.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O limite de Scherrer aumenta com o angulo de Bragg. O resultado
apresentado nessa figura refere-se a apenas um conjunto de valores
de ¢p, Fy, X e V. Todavia, outros conjuntos de valores foram
testados (Tabela [5)) e os resultados obtidos foram os mesmos.



Figura 21 — Efeito do comprimento de onda (\) no limite
de Scherrer para o caso geral com py = e sem centro de
simetria.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O limite de Scherrer diminui com o aumento do comprimento
de onda. Esse resultado refere-se a apenas um conjunto dos
parametros ¢p, Fop, 0p e V. Todavia, outros conjuntos foram
testados (Tabela e os resultados obtidos foram os mesmos.

99



60

8.3 Equagao do limite de Scherrer: pg =10

Nas secoes [8.1] e a variagao do limite de Scherrer com vérios parametros
foi estudada. Nessa secao, sera derivada uma equacao para descrever essa variagao. Foi
observado que o grafico log-log do limite de Scherrer em fungao de Fpy é uma reta com in-

clinacao negativa. Portanto, esse comportamento pode ser descrito pela seguinte equagcao:

S(x) =az™*, (8.15)

onde S ¢é o limite de Scherrer e © = Fy.

O limite de Scherrer depende do angulo de Bragg, mas o grafico dele contra
Fp continua sendo uma reta. Dessa forma, a Equacao [8.15 ainda é adequada, mas para
cada valor de g haverd valores diferentes para a e aw como se observa na Figura [22)).

A variacao de o com 6 é muito pequena, menos que 2,5%, como mostrado na
Tabela [0, e a partir desse ponto serd desprezada, considerando o = 1. Por outro lado, a

variacao de a com fp pode ser descrita por
a(fg) = psenfg + ¢, (8.16)

onde o melhor ajuste foi obtido para p = 857,032 £ 15,280 nm 2 e ¢ = —3,94+ 11,9 nm 2,
como se observa na Figura [22|

Os resultados apresentados acima sio para A = 1,54 A. Para encontrar uma
expressao geral os calculos foram repetidos para varios comprimentos de onda, onde para
cada um desses foram encontrados valores de p e ¢ distintos. Verificou-se que, na média,
q = 0, como visto na Tabela[7] Por outro lado, a variagao de p com A pode ser satisfato-

riamente descrita pela seguinte equacao

p=rA", (8.17)

Tabela 6 — Parametros a e a obtidos pelo ajuste da
funcao S(z) = ax™® aos valores calculados do limite
de Scherrer para varios 6p.

0p (graus) a erro a erro

15,186 230,916 3,920 1,00337 0,004579
30,000 419,856 2,353 1,02146 0,001508
45,000 573,511 8,586 1,02877 0,004024
60,000 734,314 2,273 1,01855 0,0008332
75,000 827,880 2,668 1,01486 0,0008678
85,000 859,365 3,898 1,01268 0,001222

Fonte: Elaborada pelo autor.
Resultado obtido para A = 1.54 A
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Tabela 7 — Parametros p e g obtidos pelo ajuste

da funcao a = psenfg + q aos dados da Tabela

6l
A(A) p(mm™2) emro ¢ (nm7?) erro
0,70  1825,800 35,480 19,3059 27,07
1,00  1352,630 13,630 -19,7241 9,015
1,54 857,032 15,280 -3,89338 11,87
2,00 649,381 4,181 2,52154 2,425
2,50 524,120 2,906  -2,62396 1,793

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde o melhor ajuste foi obtido para r = 1323,87 nm~! e 8 = 1,0.

Figura 22 — Variacao do limite de Scherrer com Fy , 5 e A para o caso geral sem
absorgao.

900 3000
800 FO =300
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10° | v=71830A 0
107! 10° 0 02 04 06 08 1,0 05 10 20 30

Fu (A_3) sinf 2R

Limite de Scherrer (nm)

Fonte: Elaborada pelo autor

(esquerda) Ajuste da Equacdo & = ax™* a variagao limite de Scherrer com Fp para
véarios valores de fg. A dependéncia com 6p estd incluida nos pardmetros a e a. A
variacao de a com 0 é muito pequena e consequentemente desprezada, fixando-se seu
valor em 1. (meio) Ajuste da equagao a = psenfp+ ¢, a variacao de a com fp dada na
Tabela@ O melhor ajuste foi obtido para p = 857,0324+15,280 nm 2 e ¢ = —3,94+11,9
nm~2. (direita) Ajuste da equacdo p = rA™? aos dados da Tabela |7l O melhor ajuste
foi obtido para r = 1323,87 nm™' e 3= 1,0

«

A dependéncia de S com Fp , 0 e A pode ser simplificada combinando-se as
Equacoes [8.15] [8.16] e [8.17] na forma

senfp 1

ST Fe

(8.18)

onde r é dado em nm™", A em A e Fy em A3, Mudando para o Sistema Internacional

de Unidades, aplicando a lei de Bragg (Equagao e a forma explicita de Fy (Equagao

6.1)), obtem-se:
— 1 4 14
§ = L3ST 5 s X 10 (8.19)

A Equacao ¢ muito semelhante ao comprimento de extingao dado pela
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Equacao 4.26 de |Authier e Malgrange, (1998), reproduzida abaixo:

T (whe)? V
Ay = 8.20
" RC XN (FgF,)V? (8.20)

onde C' = 1 (polarizagao o) ou C' = cos(20p) (polarizacao ), 79 = costy e vy = cos Py
(ver a Figura [30).

Para a geometria de espalhamento usada nesse trabalho, Bragg simétrico, te-
mos 7y = CoSyy = senflp e vy = cospy = —senfp. Substituindo esses valores na

Equacao [8.20] e usando o = 1 chega-se a:

7 sin g \%
Ao = — , (8.21)
R A (FgzF,)Y?
w1 %4
N=—————+-. (8.22)
* " R2d(FzF,)'?
Combinando as Equacoes e8.22, tem-se:
AR
S(x) =1,32387 x 1014%, (8.23)
S(x) =0,119A,. (8.24)

A Equacao [8.24] resume a dependéncia de & com todas as propriedades do
cristal e condicoes experimentais. Ela expressa que se o cristal é maior que 12% do com-
primento de extingao, a equacao de Scherrer comega a perder a validade. Esse resultado
estd de acordo com o obtido por Authier e Malgrange| (1998)) quando esses autores esta-
vam estudando o limite de validade da teoria cinematica. Um dos fenomenos previstos
pela teoria dinamica é a extingcao primaria, que é o decréscimo da intensidade do feixe
incidente a medida que ele penetra no cristal, devido a interferéncia destrutiva provocada
pelo multiplo espalhamento. Isso cria uma profundidade méxima que os raios-X podem
penetrar, que é associado ao comprimento de extingao. Aumentar as dimensoes do cristal
além dessa profundidade méxima praticamente nao gera efeito algum na largura do pico
de difracao. Por outro lado, a equagao de Scherrer nao prevé o comprimento de extingao e
consequentemente a largura diminui indefinidamente com o aumento do tamanho. Logo,
¢ razoavel que o limite de aplicagao seja diretamente associado a esse comprimento de
extingao.

E possivel entender, agora, por exemplo, o comportamento do limite de Scher-
rer com o poder de espalhamento. A medida que o fator de estrutura aumenta, também
aumenta o multiplo espalhamento, o que diminui a intensidade do feixe incidente. Esse
efeito limita a penetracao dos raios-X no cristal, criando um tamanho aparente e conse-

quentemente limitando a aplicabilidade da equagao de Scherrer.
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9 CASO GERAL: po # 0

No capitulo |8 foi determinado que o limite de Scherrer é diretamente propor-
cional ao comprimento de extingao, e que a constante de proporcionalidade é de aproxi-
madamente 12%. Para cristais com espessuras maiores, a equagao de Scherrer continua
fornecendo larguras do pico de difracao cada vez menores, enquanto que segundo a teoria
dinamica essa largura diminui muito lentamente, consequentemente as duas teoria diver-
gem nos valores da espessura do cristal. Esse resultado foi obtido para pg = 0. Nesse
capitulo sera estudado outro mecanismo que diminui a penetracao dos raios-X no cristal,

a absorcao.
9.1 Ceristais centrossimétricos com g 7 0

A expressao do fator de estrutura de uma reflexao H quando pg # 0 é dada

por

N
Z fi+ 1f [cos(H - x;) +isen(H - x;)], (9.1)
J=1

onde f]" ¢é a parte imaginaria da correcao do fator de espalhamento atomico devido a
absorcao. A parte real da correcao estd incluida em f;.

Seguindo o mesmo procedimento mostrado na segao 8.1}, é possivel simplificar
a Equacao usando o fato de que para cada atomo na posicao x existe um atomo igual

na posicao —x e a paridade das fungoes seno e cosseno. Dali,

N/2
= Z(fj + if]/./) {[cos(H - x;) +isen(H - x;)] + [cos(—H - x;) + isen(—H - x;)|}

(9.2)

N/2
= Z(fj + if;) {[cos(H - x;) +isen(H - x;)] + [cos(H - x;) —isen(H - x;)]}  (9.3)

N/2
IZ(J‘} +if;)[2cos(H - x;)] (9-4)
F, =A+iC (9.5)
FH :|FH| GXp(ing) (96)

onde C' = QZN/2 f cos(H - x;), |[F| = (A2 4+ C*)V? e tan ¢, = C/A.
O fator de estrutura da reflexdao H pode ser obtido substituindo H por —H na
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Equagéo [9.4] levando a

N/2

Fy =0+ 1)) 2 cos(H - x,), (97)
j=1

Fo =24 +i2C, (9.8)

Fe =|F,|exp(ip,,). (9.9)

As Equacoes e mostram que |F| = |F,;| e ¢z = ¢, e ao contrario
do que acontece com o cristal sem absorgao, o valor de ¢, nao estd restrito a zero ou 7.
Entretanto, seu valor tem um maximo porque a parte imaginaria do fator de estrutura é
limitada pelo valor da absor¢ao. Em termos matematicos:

N/2

c<2y f. (9.10)
j=1

O lado direito da Equagao|9.10|é igual a metade da parte imaginaria do fator de
estrutura para H = 0, portanto Im[Fy] < Im[Fy]. Valores de ¢y que nao satisfagam essa
desigualdade nao tém significado fisico e nao representam estruturas reais. Isso pode ser
verificado nas rocking curves, que mostram caracteristicas anomalas como o surgimento
de picos duplos, como pode ser observado na Figura

O limite de Scherrer foi calculado para varios valores de ¢y e os resultados
sao mostrados na Figura Para ¢y = 0 e 5° a Equacao [9.10] é satisfeita para todos os
valores de Ag. Nesse caso, o limite de Scherrer é independente de ¢p.

Uma vez estabelecidos os valores possiveis de ¢, o limite de Scherrer foi
calculado em funcao de Ay para varios valores de po/ senfp. Para valores baixos de Ag a
absorc¢ao nao tem influéncia no limite de Scherrer, a partir de um certo Ay, ela diminui esse
limite, como pode-se ver na Figura [24] As linhas nessa Figura foram calculadas usando
uma combinagao diferente de X e 65 que resultam no mesmo valor de f/ senfp. Viarias
outras combinacoes de parametros listadas na Tabela |8 foram testadas e produziram o
mesmo resultado.

O decréscimo no limite de Scherrer devido a absorcao é esperado, como ante-
cipado no inicio desse capitulo, porque ele diminui a penetracao dos raios-X no cristal,
criando um tamanho efetivo onde ocorrem as interferéncias das ondas de raios-X. Esse
efeito é mais pronunciado para valores grandes de Ay, onde o cristal é grande o sufici-
ente para que o efeito da absorcao se acumule e sobreponha a extingao primaria. Por
outro lado, para Ay pequeno, o cristal nao é grande o suficiente e o efeito da absorcao é

desprezivel.



Figura 23 — Efeito do angulo de fase do fator de estrutura (¢,,) no limite de
Scherrer e nas rocking curves.
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Fonte: Elaborada pelo autor

(esquerda) Os valores do limite de Scherrer calculados para varios ¢x coincidem sempre
que a Equagao é satisfeita, nesse caso ¢ = 0 e 5°. Consequentemente o limite de
Scherrer é independente de ¢p. Quando a Equagao nao é satisfeita , obtém-se valores
bem diferentes para o limite de Scherrer, como os dois pontos na parte superior esquerda.
(direita) Exemplo das rocking curves obtidas para os valores de Ag e ¢ indicados pela seta
no grafico a esquerda. Para os parametros usados nesse exemplo, ¢y < 9,4°. Fora desse
intervalo, nesse caso ¢ = 15 e 20° as rocking curves apresentam caracteristicas anémalas,
como picos duplos. Os parametros usados nesse exemplo foram: A = 1,54 A, Fy = 300,

Fy =240, V = 71,830 A, 05 = 15,186° e pg = 3000 cm .

Tabela 8 — Parametros usados para estudar o efeito de Ay e

o/ sen @ no limite de Scherrer pelo caso geral.

Parametro Valor Unidades
140 0, 400, 600, 1000, 2000 e 3000 cm™!
A 1,000; 1,540 A
Op 9,675; 11,537; 14,478; 15,000; 17,939; graus
19,471; 30,000; 30,866; 36,682; 50,354;
74,249
1% 71,830 A’
| Fo 300

|F| faixa 3 - 240

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 24 — Efeito da absorgao (ug/senfp) no limite de
Scherrer para o caso geral.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para valores pequenos de Ag, o limite de Scherrer praticamente
nao é afetado pela absorcao e o grafico permanece uma reta,
com inclinagao igual a aproximadamente 12%, de acordo com a
Equacao indicando que o efeito da absorcao é bem menor
que o da extincao primadria e para cristais pequenos pode ser
desprezado. A partir de um certo valor de Ay, a absorgao
diminui o limite de Scherrer e estabelece um méaximo para este.
Nesse ponto, a absorcao estabelece uma penetracao maxima
dos raios-X no cristal e o aumento de A ndo tem mais influéncia
no limite de Scherrer. As linhas no grafico representam calculos
feitos com valores diferentes de A e 05 que resultam no mesmo
valor de po/senfp. Por exemplo, para pg/senfp = 11591
cm ! os pontos foram calculados para A = 1,54 A e 0 = 15°
enquanto que a linha foi calculada para A = 1,00 A e fp =
9,674°.

66
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9.2 Cristais nao centrossimétricos com pg # 0

Para cristais nao centrossimétricos e com g # 0, a Equagao nao pode ser
simplificada como na segao anterior. Sendo assim, terd que ser analisada na sua forma

original, podendo ser reescrita como:
Fy = Fy + Fy, (9.11)

onde os termos contendo f e f” foram separados:

N
F;{ = Z filcos(H - x;) +isen(H - x;)], (9.12)
=1
Fyy = | F| explio], (9-13)
e7
N
FI/; = Z fi//i[cos(H -x;) +isen(H - x;)], (9.14)
=1
Fiy = | Fiy| explisy] (9.15)

A expressao para F; pode ser obtida substituindo H por —H nas Equagoes

0.12] ¢ [0.14] assim

7 = [Fylexp[—igy], (9.16)
N
FI% = Z fii[cos(H - x;) — isen(H - x;)], (9.17)
Jj=1 N
F— = explir Z —cos(H - x;) +isen(H - x;)], (9.18)
|t sl ) (9.19)

Além das Equacoes e[9.19, a outra restricao no valor do fator de estrutura

|Fyy| < Im[Fy). (9.20)

O angulo do fator de estrutura nao tem as mesmas restricoes encontradas no
caso de cristais centrossimétricos. Todavia, ele nao muda o limite de Scherrer como mostra
a Figura Esses calculos foram repetidos usando varias combinagoes de X, 0g, Fy, po

e V, e os resultados obtidos foram os mesmos. Pode-se concluir que o limite de Scherrer
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depende apenas de Ag e p/ senfp.

Figura 25 — Efeito do angulo de fase do fator de es-
trutura no limite de Scherrer para o caso de cristais
acentricos e com pg = 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O limite de Scherrer ¢ independente do angulo de fase
do fator de estrutura. O resultado apresentado nessa
figura refere-se ao caso geral em um cristal nao cen-
trossimétrico e pg # 0. Os angulos ¢}{ e ¢;I sao as
fases da parte do fator de estrutura que contem os
termos f e [, respectivamente (ver Equacdes e
9.14). Para esse exemplo foram usados A\ = 1,54 A,
g’o = 300, O = 15,186°, 1o = 1000 cmt e V = 71,830

3

9.3 Equagao do limite de Scherrer: pg # 0

Uma relacao simples foi encontrada entre o limite de Scherrer e o comprimento
de extingao para o caso de cristais com py = 0 (ver Equagao . Para cristais com
o # 0, foi observado que a absorcao diminui o limite de Scherrer a partir de um certo
valor de Ay, quando comparado com o caso de pg # 0. Outro efeito da absorcao é que,
para valores suficientemente grandes de A, o limite de Scherrer atinge um maximo e esse
méximo, depende apenas de fo/ senfp. Essa dependéncia pode ser descrita pela seguinte

equacao

Smax = So(sen 93/,u0)5, (9.21)
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onde Sy = 1,067 x 107 e & = 0,980 (ver Fig. [26)).

Figura 26 — Maximo limite de Scherrer devido a ab-
SOrcao.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Ajuste da Equacio Spax = So(senfp/po)é (linha) ao
maximo limite de Scherrer (circulos) calculado. O me-
lhor ajuste foi obtido para Sy = 1,067x107 e £ = 0,980

A Equagao[9.21]também pode ser considerada como o limite de Scherrer devido
unicamente a absorcao, pois foi obtida para valores grandes de Ay, o que significa que a
reducao na penetragao do feixe devido a extincao primaéria, é desprezivel. Além disso,
o termo entre parénteses na Equagao pode ser definido como um comprimento de

atenuacao, A, analogo ao comprimento de extingao. Dessa forma, é possivel reescrever

I
a Equagao [9.21] como:

Smax = 1,067A,,, (9.22)

onde A, =senfp/jg € Spax €stdo ambos em nandmetros e foi feita a aproximacao & ~ 1.
Comparando a Equacgao com a Equacao percebe-se que a absorcao restringe
menos o limite de Scherrer que a extin¢ao primaria. Como A, ¢ definido como a espessura
do cristal para o qual a intensidade do feixe de raios-X se reduz a 1/e, pode-se concluir

que a intensidade do feixe na profundidade Ag é bem menor que esse valor.
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10 CORRECAO DA EQUACAO DE SCHERRER: po =0

Nos capitulos anteriores foi determinado o limite de Scherrer, que é o tamanho
méximo do cristal para o qual o resultado da equacao de Scherrer difira em 5% do valor
de tamanho esperado, dado pela teoria dinamica. Foi mostrado que esse limite é aproxi-
madamente 12% do comprimento de extincao e que o efeito da absorcao é diminuir esse
limite a medida que o comprimento de extincao cresce.

Por outro lado, é possivel definir o limite de Scherrer como uma largura minima
para a qual a equagdo de Scherrer possa ser usada (Spwmy). Nesse caso, o limite nao
é determinado pelo comprimento de extincao e sim pela largura de Darwin, FWHMp
(AUTHIER], 2001):

AR )\Z(FHFH)l/Z

FWHMp = —

7V sen(20p) (10.1)

medida na escala de 26 e para o caso Bragg simétrico.

Combinagoes dos parametros F, A e 0p que resultem na mesma largura de
Darwin, também resultam no mesmo limite de Scherrer, como se observa na Figura [27]
Dessa forma, basta medir a largura a meia altura do pico de difracao e compara-la com
a largura de Darwin. Contudo, é preciso achar , em primeiro lugar, a relagao entre essas
duas quantidades. A Figura[28 mostra que o limite de Scherrer é diretamente proporcional
a FWHMp:

Esse resultado esta de acordo com o limite de Scherrer em termos de tamanho

de cristalito, o que pode ser demonstrado substituindo a Equacao [10.1| em [10.2

AR )\2 Fo F— 1/2

7V sen(20p) (103)

Para aparecer o limite de Scherrer em termos do tamanho, aplica-se e equagao

de Scherrer (2.21)) no lado esquerdo de

0.8856\ AR N2(FyF=)1/2
— 3,831—%.

_ 10.4
Dgcosfp 7V sen(20p) (10-4)

A equagao acima pode ser simplificada usando a seguinte identidade sen(20g) =



2sen g cosfp:

0.8856) _ , oo 4R N(Fuky)"”
Dgcosfp 7V 2cosfpsenfy’
0.8856 2R N(FyFz)'/?

= 3,831—%
Dg 7V senfp

_0,885658 7wV senfp
577662 RA(FuFp)t?
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(10.5)

(10.6)

(10.7)

A segunda razao do lado direito da equagao acima é igual ao comprimento de

extingao (8.22)), logo:

Dg = 0,116A,.

Figura 27 — Limite de Scherrer definido em termos da largura

a meia altura.

10.0 —T—

Dp/Dg
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de
Darwin
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FWHM (graus)

Fonte: Elaborada pelo autor

Combinacoes dos pardmetros Fp, A e Op que resultem na mesma
largura de Darwin, também resultam no mesmo limite de Scherrer.
(a) A =1,54 A, O = 14,8724°, Fy = 4,96 (b) A = 1,54 A, 6p =
50,3539°, Fy = 9,83 (c) A = 1,54 A, 0 = 74,2595°, Fy = 5,22
(d) X = 1,00 A, g = 14,8724°, Fy = 11,76 (e) A = 1,00 A,
65 = 30,8861°, Fy = 20,89 (f) A = 1,25 A, O = 22,6437°, Fy =
10,79 (g) A = 1,25 A, 0 = 74,2595°, Fy = 7,92. Para todas as

combinacdes V = 71,830 A3.

(10.8)
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Figura 28 — Variacao do limite de Scherrer em termos de
FWHM, com a largura de Darwin.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O melhor ajuste da reta foi obtido para o coeficiente angular igual
a 3,831.

A regiao entre a largura de Darwin e o limite de Scherrer é onde os efeitos da
teoria dinamica sao mais acentuados, o que pode ser visto, por exemplo, na Figura
onde a razao Dp/Dg é diferente de 1. A extensao dessa regiao (Apwnm), em termos de

largura, pode ser obtido a partir da Equagao [10.2}

A Equacao mostra que quanto maior a largura de Darwin, maior é a regiao
de predominancia da teoria dinamica. Esse resultado é coerente com a natureza da largura
de Darwin. Quando os efeitos dinamicos de interferéncia destrutiva devido ao multiplo
espalhamento na direcao do feixe incidente sao ignorados, a largura do pico de difracao
diminui indefinidamente com o aumento de tamanho do cristalito. Quando considera-se
os efeitos dinamicos, essa largura atinge um limite minimo devido & menor penetracao do
feixe de raios-X, limite esse chamado de largura de Darwin. Consequentemente, pode-se
considerar essa largura como uma medida da influéncia dos efeitos dinamicos. Conse-

quentemente, é razoavel que ela seja proporcional a Apwmym
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A partir dos resultados apresentados acima, é possivel encontrar uma correcao
para a equacao de Scherrer de forma que ela fornega resultados semelhantes ao da teoria
dinamica. A equagdo seguinte ajusta razoavelmente as curvas Dp/Dg vs. FWHM, como

mostrado na Figura

FWHM 12
Dps = 0,32 1. 10.1
ps = 0320 | o - rwin, | (10.10)

Figura 29 — Ajuste da fungao correcao da equagao de Scherrer.
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Fonte: Elaborada pelo autor

As linhas no grafico representam a equagdo Dpg =
0,326[FWHMp/(FWHM — FWHMp)]'® + 1, onde FWHMp
é a largura de Darwin.
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11 CONCLUSAO

A equacgao de Scherrer é amplamente usada para obter o tamanho de cristalito
de amostras policristalinas. Todavia, ela se baseia na teoria cinematica da difracao de
raios-X, que nao preve o fenomeno de multiplo espalhamento e absorcao, restringindo
sua aplicacao. Nesse trabalho apresentamos um estudo sistematico do limite de aplicacao
da equacao de Scherrer, chamado de limite de Scherrer, pela comparacao do resultado
dessa equagao com célculos usando a teoria dinamica. Estudamos parametros estruturais
e experimentais, a saber, I, Fy, F, 0, Ae V.

Mostramos que o principal determinante do limite de Scherrer é a reducao na
profundidade de penetragao do feixe de raios-X no cristal, seja pelo efeito da extingao
primaria, seja pela absorcao. KEssa reducao na penetracao impede que ocorra a inter-
feréncia destrutiva dos feixes de raios-X quando fora da condicao de difracao, o que leva a
uma largura a meia altura maior do que seria se todos os planos cristalinos contribuissem
para a intensidade do feixe, como na teoria cinematica. Na auséncia de absor¢ao, mostra-
mos que o limite de Scherrer é 11,9% do comprimento de extincao, enquanto que a absorcao
diminui esse limite. A reducao observada no limite de Scherrer devido a absorcao cresce
com o comprimento de extin¢do. No limite para Ay muito maior que A, = senfp/ o,
mostramos que o limite de Scherrer é diretamente proporcional a A,,.

Por outro lado, também definimos um limite de Scherrer em termos de largura a
meia altura, e nao tamanho. Nesse caso, a largura de Darwin é o fator determinante desse
limite, e nao o comprimento de extingao. Mostramos que os dois limites sao equivalentes.
Além disso, para o caso de uy = 0, encontramos uma forma corrigida da equacao de

Scherrer.
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12 TRABALHOS FUTUROS

Os resultados apresentados neste trabalho foram para o caso especifico de
Bragg simétrico. Uma possivel continuacao seria estudar o efeito da assimetria no limite
de Scherrer. Sabe-se que reflexdes assimétricas produzem picos mais largos, logo uma
possibilidade seria que houvesse apenas um deslocamento do limite de Scherrer.

Com relacao a correcao na equacao de Scherrer, uma continuagao natural seria
obté-la para pg # 0, de forma a ter uma equacao geral para qualquer espessura do cristal.

Um outro trabalho seria estudar o efeito da forma dos cristalitos no limite de
Scherrer, sendo que para isso seria necessario obter a equacao para a intensidade usando
a teoria dinamica.

Como em um material policristalino os cristalitos podem ter qualquer ori-
entacao, podem ocorrer casos Laue, onde o feixe difratado emerge na superficie oposta a
superficie de entrada do feixe incidente. Dessa forma, visando uma aplicagao experimen-
tal, o estudo do limite de Scherrer para casos Laue torna-se necessario.

Como esse estudo baseou-se apenas em dados tedricos, uma extensao desse
trabalho seria tentar comprovar experimentalmente o limite de Scherrer. Uma possibili-
dade seria usar wafers de silicio, que teriam suas espessuras alteradas com algum tipo de

ataque quimico, ou cristais lamelares, como a calcita.
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APENDICE A - TEORIA DINAMICA - DETALHAMENTO DE
ALGUMAS MANIPULACOES ALGEBRICAS.

A.1 Geometria de espalhamento - Casos Laue e Bragg e o parametro b

A quantidade b esta relacionada com a geometria de espalhamento, ou seja,
serve para indicar se é um caso Laue ou Bragg. A Equagao pode ser escrita de uma

forma mais compacta utilizando a relacao da condigao de difracao, kg — kj = H

1 ky - ko

! _ Al

Al Ll e W on| (A1)

1_un-h A2

b 'U,O"ﬁ,’ ( )
Y0

p= 20 A3
YH ( )

onde foi usado que ky = ky, tornando possivel escrever y = ky/ky e Gg = ko/ko. As
quantidades 79 = ug - 1 € Yy = upy - 12 sao os cossenos diretores das ondas incidentes e
difratadas respectivamente.

Convencionando que a normal a superficie de entrada do feixe incidente aponta
para dentro do cristal, tem-se que v9 > 0, logo o sinal de b é dado por vy. No caso Bragg,
o vetor @y aponta para fora do cristal, o que significa que o angulo entre 1 e @ty é maior
que /2, e consequentemente b < 0 (Fig. . O caso Bragg simétrico ocorre quando 7 é
paralelo a H, o que leva a ¢g = 7/2 — 6 e consequentemente b = —1.

No caso Laue, o feixe de raios-X atravessa o cristal, emergindo na superficie
oposta; o vetor @iy aponta para dentro do cristal. Isso significa que o angulo entre 7 e

@y é menor que 7/2, e consequentemente b > 0.



Figura 30 — Geometrias de espalhamento: (a) Bragg e (b) Laue.

(a) ki (b)
ke 20
cristal < j
b0 /s Sao
PH o o
Yn

Fonte: Elaborada pelo autor

A normal da superficie por onde entra o feixe incidente é definida
apontando para dentro do cristal, o que leva o sinal de b a ser
determinado pelo dngulo entre o vetor ky e fu. (a) Caso Bragg -
o feixe difratado emerge na mesma superficie do feixe incidente, de
forma que o angulo entre kp e 72 é maior que 7/2, consequentemente
b < 0. (b) Caso Laue - A onda difratada se afasta da superficie por
onde entra o feixe incidente, de forma que o angulo entre ky e 1 é
menor que 7/2, consequentemente b > 0.

A.2 Desvio do angulo de Bragg - o

80

O parametro o esta relacionado com a diferenca entre o angulo que o feixe

incidente faz com os planos cristalinos e o angulo de Bragg. Substituindo By — By = H

na Equacao |3.36] chega-se a:

1
B

0 = g3 [+ 75 2B - B+ 2ho - B — 2k

a = —2cos20p + 2cos(20p + A0)

[(Br — Bo) - (Bu — Bo) + 2k5 - B — 2kg - Bo

(67

o = —2cos20p + 2cos 20 cos A0 — 2sen Af sen 205

(A.4)
(A.5)

(A.6)
(A7)

como « é definido na vizinhanga da condi¢ao de Bragg, A8 = 6 — 6 — 0, o que permite

utilizar as seguintes aproximacoes sen A = Af = 0 — O e cos A = 1, logo a expressao

para « reduz-se a:

a = —2sen20g(0 — 0p).

(A.8)
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A.3 As equacgoes fundamentais da teoria dinamica para o caso geral

O termo entre chaves do lado esquerdo da Equacao pode ser escrito como:

(1—)D = (1 — ) v exp(—2miK - r)) > Dyexp(iwot — 278y - T), (A.9)

(1—9)D = Z Dy exp(iwgt — 278y - 7r) — Z Z¢KDH expliwot —i27(By + K) - 7).
H K H
(A.10)

Usando a definicao By + K = By i e a seguinte transformacao H + K = L,

a equacao acima pode ser reescrita como:

(1—-9)D = Z Dy exp(iwpt — 278y - 1) — Z exp(iwgt — 278 - 1) Z Yi—gDy.
H L—H H
(A.11)

E possivel simplificar a Equacao acima definindo Cp, = ), ¥—y Dy, ja que
o ultimo somatorio do lado direito é uma funcao de L apenas, logo:

(1= ¥)D = exp(iwpt) > (Dy — Cy) exp(—i27By - 1), (A.12)

H

Para obter o lado esquerdo da Equacao|3.23], é preciso aplicar o rotacional duas
vezes no resultado acima. Para isso, serd usado a identidade V x (fA) = f(V x A) —
A x (Vf)(GRIFFITHS, [1999), logd]]

V x (1 =)D = 2riexp(iwgt) Y _[Dy — Cpl x By exp(—i2nBy - 7) (A.13)
H

VX (V x (1= 9)D) = ~dn* expliwt) D {[Dir = Cuu] B} x B exp(~27Bu 1)
(A.14)

O lado direito da Equacao |3.23|¢é dado por:

1 0?

2
. . Wo . .
~ 353 EH Dy exp(iwpt — 278y - 1) = = gH Dy exp(iwot — 1278y - 1) (A.15)

Substituindo as Equacoes[A.14] e [A.15] em [3.23] chega-se a:

2

—472By x {By x [Dy — Cy)} = %DH (A.16)
—Bu x {Bu x [Dy — Cyl} = ngH (A.17)

'Wexp(—i2nBpy - r) = 2in[(Bu)e® + (Bu)y + (Bu):£] exp(—i27By - r) = Vexp(—i2nBu 1) =
—2inBy exp(—i27By - )
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Usando A x (B x C) = B(A - C) — C(A - B) pode-se escrever:

Bu x [(Du — Cu) x Bu] = (Dy — Cy)BE — BulBu - (Du — Ch)l, (A.18)

e consequentemente

(Dy — Cy)B% — BulBu - (Dy — Ch)] = kiDy (A.19)

~Cupiy — BulBu - (Du — Cr)] = (kg — B) Dar. (A.20)

E possivel simplificar a expressao acima usando By - Dy = 0, igualdade que

pode ser verificada ao fazer o produto escalar de By nos dois lados da Equacao [A.17]

Essa condicao nos diz que as ondas sao transversais, ou seja, que o vetor deslocamento

elétrico estd perpendicular a direcao de propagacao da onda:

—CuBi + Bu(Bu - Cr) = (k§ — Bf) D, (A.21)

e apos escrever a forma explicita de Cy tem-se:

BulBu - vu-rDr) =Y uDLBy = (ki — 83) D, (A.22)
L L
> Wu-r(Bu - D1)Bu — u-1BEDL) = (ki — 83) Dy, (A.23)
L

que é o mesmo resultado da Equacao [3.24]

A.4 Simplificacao do sistema fundamental de equacgoes para o caso de dois
feixes.

Substituindo as Equacoes e no sistema [3.25| chega-se a:

Vi (Bo - Di)Bo — V5D = —kj(200 — 100) Dy
Vu(Bu - Do)Bu — vuByDo = —k§(26y — oDy

(A.24)

Faz-se agora o produto escalar de Dy e Dy com primeira e segunda equacoes

respectivamente, usando By - Dy =0e¢ By - Dy = 0:

V(8o - Dit)Be—AD5~ 583Dyt - Dy = —k2(280 — 1) D2

(A.25)
V(B - DO)JQH//BE'E Vb Dy - Dy = —k§(20g — o) D,

—wﬁkg(l +280) Dy - Dy = —k2(260 — 1) D2
— k(1 + 205)Dy - Dy = —k2(20g — 1ho) D%

(A.26)
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k5 (1+280) D Do sen x = —kj (260 — o) D

(A.27)
—pk2(1 + 205 ) DoDy sen x = —k2 (205 — o) D%
~t D sen x = (280 — 1) Do (A.28)
—tpgDysen x = —(20y — o) Dy
200 — o) Dy — Y=senyDy = 0
(200 = %0) Do — Yz sen xDu (A.29)

—tpm sen xDo + (20w — o) Dy = 0,
onde x é o angulo entre Dy e By, e as seguintes aproximacoes foram usadas: 1+ 2y ~ 1

e 1+ 20y ~ 1. Esse resultado é o mesmo da Equagao [3.30
A.5 A constante dielétrica
Partindo da Equagao é possivel escrever:
rkegE = egE + P. (A.30)

Como P representa o momento de dipolo induzido na densidade eletronica

p(r) pelo campo elétrico E, é razodvel escrever:
P =ep(r)z, (A.31)

onde x é a amplitude de deslocamento da densidade eletronica devido a forga gerada por
E. Uma vez que todas essas ondas tem a mesma frequéncia angular, pode-se usar apenas

as amplitudes:

keoE = eoE + ep(r)x (A.32)
ep(r)x
=14+ =2 A.
K + o F (A.33)

Resta encontrar z, que pode ser feito considerando que os elétrons estejam
presos aos atomos por uma forga restauradora de forma que eles tenham uma frequéncia
natural de oscilacao wy. Além da forca restauradora, também inclui-se um termo de
amortecimento para levar em conta a absor¢ao. O problema agora é analogo ao de um

oscilador harmonico forgado amortecido, onde é preciso resolver a seguinte equacao:

d? d
md—; = d—f — mwiz + eF exp(iwt), (A.34)

onde m ¢ a massa do eléctron e todo o mecanismo de absor¢ao esta contido em p*.
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Supondo uma solugao da forma z(t) = Aexp(iwt + ) onde A é um nimero

real, tem-se que:

—w?mA = —mpfiwA — mwiA + eE exp(—ip), (A.35)

A= B enltiy) (A.36)

m (Wi —w? + ip*w)’

Como A deve ser real, ¢ = arctan|[u*w/ (w3 — w?)], o que resulta em:

ek 1
A=— : A.37
N T A
r = Aexpi(wt — ) (A.38)

Desprezando a absorcao, ou seja, u* = 0 e estando longe da frequéncia de res-

sonancia da nuvem eletronica, w > wg, podemos simplificar a expressao para a amplitude

de z:
el
eE)\?
= T (A.40)

onde foi usado que w = 2m¢/\. Substituindo a Equagao em [A.33}

k=14 (ﬂ) p(r), (A.41)

4m2egmc?

k =1+ R(X/7)p(r), (A.42)

onde R = €?/(4megmc?) é o raio cldssico do elétron e é igual a 2,818 x 107! c¢m.
O préximo passo é lidar com p(r). Como ela é uma func¢ao periédica em um

cristal, é possivel escrevé-la como uma série de Fourier:
p(r)=(1/V) Z Fyexp(—2miH - r), (A.43)
H

onde V' é o volume da célula unitaria e H é um vetor da rede reciproca. Os coeficientes
Fy da série de Fourier pode ser identificado como o fator de estrutura da reflexao H,

dado por
Fy = / p(r)exp(2miH - r)dv (A.44)
v

Considerando que os atomos se comportam como esferas rigidas com relacao
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a densidade de carga e que nao ha vibracao térmica, Fy pode ser escrito como:

Fy=>_ foexp(2miH -1,), (A.45)

Substituindo a Equacao [A.43| em |[A.42] obtém-se a constante dielétrica como

uma série de Fourier sobre os vetores da rede reciproca:

k=1+R(N/m)(1/V)Y  Fyexp(—2miH -r), (A.46)
k=1+Y tpexp(—2miH -7), (A.47)
k=141. (A.48)

Como ja foi dito anteriormente o resultado acima vale quando a absorcao
é desprezivel e a frequéncia da onda de raios-X esta longe da frequéncia natural dos
elétrons. Para o caso mais geral, a expressao da constante dielétrica passa a ser um
nimero complexo com uma complicada dependéncia da frequéncia. Essas caracteristicas
podem ser formalmente levadas em consideracao se f, for uma quantidade complexa e
dependente da frequénciaﬂ, o que leva a expressao do fator de estrutura dado pela Equagao
9,22

2Levando-se em conta a solucdo geral dada pela Equacio
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APENDICE B - FATOR DE ESTRUTURA DOS CRISTAIS PROTOTIPO
IEII

B.1 Protétipo 1

A estrutura do protétipo I é cibica de face centrada com apenas um tipo de
atomo localizado nas posicoes (0, 0, 0), (0, %, %), (%, 0, %) e (%, %, ). O fator de estrutura
pode ser obtido substituindo essas posigoes na Equagao [3.22}

Fy=(f+f +if )1 +exp2mi{k/2+1/2})+
+ exp(2mi{h/2 +1/2}) + exp(2mi{h/2 + k/2})]. (B.1)

Para (hkl) misturados pares e impares, duas das trés somas h+k, h+1e k+1
serda um numero impar, consequentemente duas das exponenciais sera igual a -1 e a outra
igual a 1, o que por sua vez faz com que o termo entre colchetes seja zero e finalmente,
Fy =0.

Por outro lado, com (hkl) todos pares ou impares os argumentos das exponen-
ciais na Equacao serao sempre um numero inteiro multiplicado por 27i, o que leva

todas as exponenciais serem iguais a 1 (CULLITY; STOCK] 2001), logo:

{ 0 para h, k and [ misturados pares e impares  (B.2)
Fyg =

A(f + f +if")  para h,k,l todos pares ou fmpares.
B.2 Protétipo 11

A estrutura do cristal protétipo II é cibica de face centrada com dois tipos de

atomos na célula unitaria. As posicoes fraciondrias desses atomos sao: (i, }L, %), (%, %1,
3y (1 3 3 13 1 - oo .
1), (5. 3 1) e (1, 3, 7)- O fator de estrutura pode ser obtido substituindo essas posicoes

na Equacgao |3.22

Fr =(fa +ify)[1 + exp(2mi{k/2 4+ 1/2}) + exp(27i{h/2 + 1/2})
+exp(2mi{h/2 + k/2})|+
(f +ifg)lexp(2mi{h/4 + k/4 + 1/4}) + exp(2mi{3h/4 + k/4 + 1/4})+
exp(2mi{h/4 + 3k /4 + 31/4}) + exp(2mi{3h/4 + 3k/4 + 1/4})]. (B.4)
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Levando em conta que as posicoes atomicas do atomo B podem ser obtidas

1 1

somando-se (g, 7, %) as posigoes do atomo A, podemos reescrever a equagao como:

Fyy = |(fa+if2) + (5 +ifs) exp@ri{h/4 + k/4 + 1/4})] x

1+ exp(2mi{k/2 +1/2}) + exp(2mi{h/2 4+ 1/2}) + exp(27i{h/2 + k/2})] (B.5)

Devido ao segundo termo entre colchetes da Equagao[B.5] as reflexdes do cristal
protétipo II com hkl misturados pares e impares terao Fy = 0. Por outro lado, para hkl

todos pares ou impares temos as seguintes regras:

((fa+ify) + (fs+ifs)  for h+k+1=4n (neN) (B.6
fa+ify) = (fs +ify) forh+k+l=4n+2(neN) (BT

fatifa) +i(fs+ify) forh+k+l=4n+1(neN) (B8

(fa +ify) —i(fs +ify) forh+k+1=4n+3 (neN) (B.9

(
Fy =4 (
(
(
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The Scherrer equation is a widely used tool to determine the crystallite size of
polycrystalline samples. However, it is not clear if one can apply it to large
crystallite sizes because its derivation is based on the kinematical theory of
X-ray diffraction. For large and perfect crystals, it is more appropriate to use the
dynamical theory of X-ray diffraction. Because of the appearance of
polycrystalline materials with a high degree of crystalline perfection and large
sizes, it is the authors’ belief that it is important to establish the crystallite size
limit for which the Scherrer equation can be applied. In this work, the diffraction
peak profiles are calculated using the dynamical theory of X-ray diffraction for
several Bragg reflections and crystallite sizes for Si, LaBg and CeO,. The full
width at half-maximum is then extracted and the crystallite size is computed
using the Scherrer equation. It is shown that for crystals with linear absorption
coefficients below 2117.3 cm™" the Scherrer equation is valid for crystallites with
sizes up to 600 nm. It is also shown that as the size increases only the peaks at
higher 20 angles give good results, and if one uses peaks with 26 > 60° the limit
for use of the Scherrer equation would go up to 1 um.

1. Introduction

The properties of polycrystalline materials depend, among
other things, on the crystallite size. This fact has led in the past
few decades to research in nanomaterials, for example; it is
therefore very important to measure with accuracy the crys-
tallite size of a polycrystalline sample. A widely used tool to
perform this operation is X-ray powder diffraction combined
with the Scherrer equation (Azaroff, 1968; Burton et al., 2009;
Holzwarth & Gibson, 2011; Klug & Alexander, 1974; Lang-
ford & Wilson, 1978; Patterson, 1939; Vives et al., 2004):

FWHM = (k x 1)/(D x cosf), (1)

in which FWHM is the full width at half-maximum of the
diffraction peak, k is a shape constant (James, 1962), D is the
crystallite size and 6 is the Bragg angle. This equation is
obtained based on the assumption that each atom (scattering
centre) scatters the incoming radiation independently, and
once scattered the radiation does not interact with the other
atoms. The derivation for this equation can be seen for
example in Klug & Alexander (1974) and it does not depend
on the type of atoms inside the crystal, the structure factor of
the reflection or the linear absorption coefficient. Cullity &
Stock (2001) argue that this equation is valid only for
crystallite sizes up to 200 nm. This limit, however, is related to
the resolution of the diffractometer. The purpose of this work
is to assess the limit of equation (1) based on diffraction
theory, and we propose that it is still valid for crystallite sizes
up to 1 pm.
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Table 1
List of hkl planes of LaBg, used in this work, along with their respective
20 angles for Cu Ko radiation (A = 1.540598 A).

The structure factors (F) were calculated using the atomic form factors given
by Waasmaier & Kirfel (1995) with the anomalous correction, f* and f given
by Cromer (1970), which for Cu K, radiation are f'(La) = —1.41534, f(La) =
9.12962, f'(B) = 0.00934416 and f”'(B) = 0.00398772. The FWHMs, given here
in 26, were measured directly in the calculated rocking curves using the angle
positions where the intensity is half the maximum on either side of the peak.

FWHM (°) FWHM (°) FWHM (°)

hki 20(°) F |[F|  10nm 100 nm 1000 nm
100 21359  (364,9.1) 375 0.796 0.080 0.010
110 30386  (48.1,9.1) 489 0810 0.081 0.009
111 37443 (482,9.1) 490 0826 0.083 0.010
200 43508  (46.8,9.1) 477 0.842 0.084 0.010
210 48959  (40.0,9.1) 411 0.859 0.086 0.009
211 53991  (323,9.1) 336 0878 0.088 0.009
220 63221  (335,9.1) 347 0918 0.092 0.010
21 67550  (41.6,9.1) 426 0941 0.094 0.010
300 67.550  (247,9.1) 263 0941 0.094 0.010
310 71748 (39.0,9.1) 40.1 0965 0.097 0.010
311 75847 (324,9.1) 336 0991 0.099 0.010
222 79873 (243,9.1) 259 1.020 0.102 0.010
320 83848  (283,9.1) 297 1.051 0.105 0.011
321 87795 (30.0,9.1) 313 1.085 0.109 0.011
400 95675  (37.0,9.1) 381 1.165 0.117 0.012
410 99.646  (262,9.1) 278 1212 0.121 0.012
322 99646  (31.7,9.1) 330 1212 0.121 0.012
411 103.664 (27.8,9.1) 292 1265 0.127 0.013
114 103664 (27.8,9.1) 292 1.265 0.127 0.013
330 103.664 (36.8,9.2) 379 1265 0.127 0.013
331 107.753 (243,9.1) 260 1326 0.133 0.013
420 111937 (293,9.1) 307 1397 0.140 0.014
421 116248  (298,9.1) 311 1481 0.148 0.015
332 120727 (29.3,9.1) 307 1581 0.158 0.016
422 130413 (224,9.1) 242 1.865 0.186 0.019
430 135805 (19.8,9.1) 218 2.079 0.208 0.021
500 135805 (22.9,9.1) 247 2079 0.208 0.021

The assumptions made to derive the Scherrer equation are
very close to the ones made in the kinematical theory of X-ray
diffraction, used for crystals with appreciable defects or of
small size (Zachariasen, 1945). For large and perfect crystals,
the kinematical theory cannot (always) be assumed and the
dynamical theory of X-ray diffraction should be applied
instead. This theory treats the crystal as a three-dimensional
complex dielectric constant and uses Maxwell’s equations to
describe the interactions between incident and diffracted
beams, and all waves inside the crystal (Zachariasen, 1945;
Batterman & Cole, 1964; Authier, 2001). This means that the
waves scattered by each atom (or atomic plane) are subse-
quently scattered by other atoms (or atomic planes) giving rise
to distinct phenomena that do not appear in the kinematic
theory, such as the Darwin width (Authier & Malgrange,
1998), primary extinction (Authier & Malgrange, 1998) and
the Borrmann effect (Batterman & Cole, 1964). The Darwin
width is the smallest possible width of a diffraction peak even
in an infinitely large crystal. The primary extinction happens
when the diffracted beam is diffracted again in the direction of
the primary beam while inside the crystal, therefore
decreasing the energy transferred to the diffracted beam. The
Borrmann effect is the anomalous transmission of X-rays
through a thick crystal, which should be completely absorbed

but are not because the X-ray wavefield is in fact forward
diffracted.

As the amount of defects in the crystalline lattice decreases
and the size of the crystal increases, the kinematical theory
loses its accuracy and the dynamical theory becomes neces-
sary. The kinematical theory is then considered a good
approximation to the dynamical diffraction when the crystal is
small and imperfect.

Several works in the literature, such as the ones by Caticha
(1993) and by Wilkins (1978), show the agreement of experi-
mental diffraction beam intensities with kinematical and
dynamical diffraction theory. Other works modify the dyna-
mical diffraction theories to work with deformed crystals or
crystals of intermediate quality (Sawada et al., 2006; Pavlov &
Punegov, 2000).

In the same way that there is a limit to the application of the
kinematical theory, one can suppose there is also a limit to the
validity of the Scherrer equation. Taking into account also the
constant improvement of the crystal growth methods of
polycrystalline materials in which the obtained crystals may
present crystallite sizes in the order of micrometres and with
high lattice perfection, it becomes necessary to pinpoint the
limit of validity of the Scherrer equation.

In this work, we calculate the diffraction peak profiles using
the dynamical theory of X-ray diffraction for several Bragg
reflections and crystallite sizes of three crystals; Si, LaBs and
CeO,. Then, we extract the FWHM and obtain the crystallite
size using the Scherrer equation. We show that for crystals
with linear absorption coefficients below 2117.3cm™" the
Scherrer equation is valid for crystallites with sizes up to
600 nm. We also show that as the size increases only the peaks
at higher 20 angles give good results, and if one uses peaks
with 20 > 60° the limit for use of the Scherrer equation would
goup to 1 um.

2. Materials and methods

To obtain the diffraction peak profiles based on the dynamical
theory of X-ray diffraction, the Zachariasen formulation was
used [Zachariasen, 1945, equation (3.139)], given below for
the symmetric Bragg case and m-polarized incident wave:

I,,/1, = W, |*(sin av + sinh? aw)/
[|q + 20+ (Ig + 22 + lzP)sinh’aw
—(Ig + 2°| — |z*)sin*av
1 2 2,2 2|2
+z|(\q + 27+ 1zI°) — gl ‘ sinh [2aw|

1 1/2 .
+5l0a + 21 = 1P — 1gP| "sin avl]. @

in which I, is the diffracted wave intensity, , is the incident
wave intensity and z = ¥, — a/2. ¥, is a function related to
the polarizability per unit volume for the (000) reflection and
« is associated with the angular deviation from the exact Bragg
position, o >~ 2(6; — 0)sin(26). The quantity g depends on
the structure factor through polarizability: g = —vy V7,
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Yy, = —4me*F,; /mw?V, in which F,, is the structure factor of
the reflection, m, e and @ are, respectively, the mass, charge
and angular frequency of the electron, and V is the volume of
the unit cell. The quantities v and w are the real and imaginary
parts of (g + z2)"/?, respectively.

The explicit dependence on crystallite size (D) is given in
a = —mkD/ sin 6y, in which k is the wavenumber of the inci-
dent wave.

The Zachariasen equation is derived for a single crystal; on
the other hand, the Scherrer equation is mostly used to obtain
crystallite sizes in powder samples. These samples are
composed of a mixture of crystallites of different forms and
orientations. The spread crystallite orientation, for example,
gives rise to an extra broadening of the diffraction peak,
whereas the different forms give rise to asymmetric reflections
and Laue cases, which also broaden the diffraction peak. We
decided not to include all these effects in the calculations and
to test the Scherrer equation only for a simple diffraction
geometry. If this test fails, it is very unlikely that it will work
when all the effects are taken into account. Therefore, one can
think of our sample as an idealized polycrystalline material
constituted of several crystallites in the form of parallel plates

T T T T
28 | LaBg - (111) 4
1.0 T T T T T 1.0 T T
b (c)
26 osf @ 10nm| 08F tum |
24 _izo.e— FWHM 3‘?o.s— i
04 04r-
22 -
021 0.2
® 20 golalal 1 Wi 00l—alN | )D 4
3 3210123 -002 0 0.02
< 26-203 (d 26-265 (d
-E, 18 L Bf egrees) g (degrees |
= i
§ 16 ' i
w (a) |
14 | 4
12 | .
1.0 |- .
(d)
08 LaBg Dyn. Theory: D=10nm o |
Scherrer equation: D =10 nm
06 1 1 1 1 | 1 1
20 40 60 80 100 120 140
26 (degrees)
Figure 1

(a) Diffraction geometry used in the dynamical theory calculations;
symmetrical Bragg diffraction. (b), (c) Examples of rocking curves
obtained with dynamical theory for two crystallite sizes, 10 nm and 1 um.
I, and I, are the diffracted and incident beam intensities, respectively. (d)
Comparison of the FWHM extracted from the dynamical diffraction
rocking curves and the FWHM obtained using the Scherrer equation for
D =10 nm.

with thickness D (crystallite size). All of these plates are
oriented parallel to the surface of the sample and, within them,
the diffraction planes are oriented parallel to their surfaces.

The dynamical theory peak profiles were obtained for three
crystal structures: Si (space group Fd3m), LaB, (Pm3m) and
CeO, (Fm3m). Cu Ko, radiation (A = 1.540598 A) was used
and the incident wave was m-polarized. Table 1 shows the list
of hkl planes of LaBg, used in this work, along with their
respective 20 angles for Cu Ka; radiation (A = 1.540598 A). It
also shows the respective structure factors (absolute value and
complex form) and the FWHMs for three different crystallite
sizes, 10 nm, 100 nm and 1 pm.

The diffraction peaks of this idealized polycrystalline
sample are all due to symmetrical Bragg cases (see Fig. 1a),
and asymmetric reflections, Laue cases and broadening due to
particle orientation spread within the powder are neglected.

It is common to use an analytical function to fit the
diffraction peak in order to obtain the FWHM, such as
Lorentzians, Gaussians or their convolution. In this work,
however, we simply retrieve the angle positions in which the
intensity is half the maximum because we believe that doing so
will not introduce any systematic error due to fit inaccuracies.
In laboratory experiments, it is often not possible to perform
this simple extraction because of the presence of the ka,,
which is usually not resolved, and which gives rise to peak
overlaps, resulting in a systematic error. An example of the
calculated peak profiles using the dynamical theory of X-ray
diffraction [equation (3.139) of Zachariasen, 1945], with an
indication of the FWHM, is shown in Figs. 1(b) and 1(c).

3. Results and discussion

Fig. 1(d) shows the plot of the dynamical diffraction FWHM
versus 20 obtained for LaBg in the 260 range of 20-140°, in what
we call a Scherrer plot, and the calculated Scherrer FWHM
with k = 0.89. The agreement between the two theories is very
good. It is interesting to note that although the calculated
value of the Scherrer constant given by James is between 0.98
and 1.3 for crystallites with cube, sphere, tetrahedron and
octahedron shapes, the value we obtained, 0.89, is sufficient to
achieve a good fit. This value is in agreement with the deri-
vation given by Klug & Alexander (1974), which assumes a
cubic shape.

The excellent agreement between the Scherrer equation
and the dynamical diffraction theory presented in Fig. 1(d) is
expected since it considered a very thin crystal slab (thickness
= 10 nm). Zachariasen (1945), starting from equation (2),
developed an approximation for the FWHM for thin crystals
where the absorption is negligible (equation 3.159), namely

m2\"* a
n ) [Vl 3)

FWHM =4(— | ————,
( b4 D sin(205)

in which y,, is the direction cosine of the diffracted wave and
the 4 in front of the square root term is to give the full width in
20 and from one side to the other side of the peak. For the
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symmetric Bragg case, |y,| = sin 6y, equation (3) reduces to
the usual form of the Scherrer equation (1).

It is also important to note that the Scherrer equation is
independent of the types of atoms inside the crystal, or even
the type of crystalline lattice, if one keeps the shape of the
crystal constant. Therefore, applying it to LaBg or any other
crystal gives the same result and this is one great advantage of
this equation. Fig. 2 exemplifies this property, as it shows the
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Figure 2

Top part: calculated structure factors of Si, LaBs and CeO, for 1 =
1.540598 A. The structure factors are very different when comparing the
crystals with one another. Bottom part: the FWHM extracted from the
dynamical theory calculated rocking curves for the same three crystals
with D = 100 nm. The FWHMs of the three crystals are the same and
follow the curve given by the Scherrer equation.
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Dy, crystallite size obtained from the Scherrer equation; Dp, crystallite
size used in the dynamical diffraction computations. This result refers to
the LaBg crystal.

FWHM extracted from dynamical theory calculated rocking
curves for three different crystals, namely Si, LaBs and CeO,.
For the three crystals, the FWHMs follow the same curve
given by the Scherrer equation. The top part of Fig. 2 shows
the calculated structure factors and one can see that they do
not have any correlation with one another. Different crystals
and different structure factors produce the same FWHM.

It is safe to assume that the results shown in Fig. 2 indicate
that D =100 nm is considered small and therefore we are still
in the kinematical regime. The next step is to assess this
agreement for bigger crystallites. Fig. 3 shows this assessment
for the LaBg crystal with D up to 7.5 pm. In this graph we plot
the ratio of the crystallite size obtained from the Scherrer
equation (Dg) and the crystallite size used in the dynamical
diffraction computations (Dp) against 26. Therefore, when the
ratio Dg/Dp is equal to unity the two theories match.

The main result from Fig. 3 is that the agreement is
acceptable for thicknesses up to 1 pum, with a maximum
difference of less than 20% between the two theories. In fact,
averaging the results over all the reflections in the interval
gives an even smaller error. In this range of thicknesses, from
10 nm to 1 pm, we believe that the effects of the dynamical
theory are not dominant, and therefore the phenomenon of
X-ray diffraction can be explained by the kinematical theory,
whose assumptions are very close to the ones used to derive
the Scherrer equation.

From the result shown in Fig. 3 for the LaBg crystal, and the
result shown in Fig. 2 in which the FWHM is independent of
the crystal structure, we are tempted to propose the general
limit D < 1 pm for the validity of the Scherrer equation with an
acceptable systematic error. It is necessary, however, to
analyse the aspect of absorption. The combination of size and
the absorption determine the dominance or not of the dyna-
mical diffraction effects. This combination is usually quantified
as (1yD < 1,1in which p is the linear absorption coefficient of
the crystal. To analyse the influence of the limit u,D < 1 on
the accuracy of the Scherrer equation, we compare it to the
dynamical theory in three crystals with very different
absorption coefficients, namely: Si (143.0cm™'), LaBs
(1091.6 cm™') and CeO, (2117.3 cm ™).

Figs. 4, 5 and 6 show the comparison of the crystallite size
obtained by the Scherrer equation with the one used in the
dynamical diffraction computations for Si, LaBs and CeO,,
respectively. The agreement between the Scherrer equation
and dynamical theory is very good for uyD < 1 (D = 0.01)
as expected since kinematical theory is supposed to describe
the diffraction phenomenon satisfactorily in this region. If we
were to allow an error in the determination of the crystallite
size of about 20%, then the agreement between the two
theories would go up to 1 pm for Si, 1 pm for LaB and 600 nm
for CeO,. We could summarize these results and propose that
the Scherrer equation gives acceptable values of the crystallite
size up to 600 nm if the linear absorption coefficient does not
exceed 2117.3 cm ™.

The conclusion presented above takes into account all the
reflections, low and high angles. One can see in Figs. 4, 5 and 6,
however, that for reflections with high 26 angles, the Scherrer
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Comparison of the crystallite size obtained using the Scherrer equation
with the one used in the dynamical diffraction computation of the rocking
curves for Si. Dy, crystallite size obtained from the Scherrer equation; Dp,
crystallite size used in the dynamical diffraction computations. (111):
20 = 28.443°, (620): 20 = 127.553°.
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Comparison of the crystallite size obtained using the Scherrer equation
with the one used in the dynamical diffraction computation of the rocking
curves for LaBg Dy, crystallite size obtained from the Scherrer equation;
Dp, crystallite size used in the dynamical diffraction computations. (110):
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equation gives better results. Therefore, we could propose that
if one uses only reflections with 26 > 60°, the Scherrer equa-
tion gives acceptable values of crystallite sizes up to 1 pm. This
limit is well above the sizes of nanomaterials, and high enough
to accommodate a great number of polycrystalline materials,
which could give confidence in the use of the Scherrer equa-
tion.

At this point, we would like to recall that this work was
carefully designed to study only the effect of crystallite size on
FWHM. Other factors which could affect the FWHM of a
diffraction profile, such as apparatus resolution, wavelength
spread, lattice strain and crystallite size distribution were not
taken into consideration. The goal was to test the Scherrer
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Figure 6

Comparison of the crystallite size obtained using the Scherrer equation
with the one used in the dynamical diffraction computation of the rocking
curves for CeO,. Dy, crystallite size obtained from the Scherrer equation;
Dy, crystallite size used in the dynamical diffraction computations. (111):
20 = 28.549°, (620): 20 = 128.408°.

equation in the simplest possible scenario to find the
maximum value of crystallite size to which it can be applied.
‘What we present is an upper limit, and experimental limits can
be smaller if all the factors that affect FWHM are present.

It may not be true that the limit of application of the
Scherrer equation depends only on the linear absorption
coefficient. It is more important, in our opinion, to confirm
that the Scherrer equation agrees with dynamical diffraction
not only for u,D <1 but also for larger values, where
dynamical diffraction effects start to play a more pronounced
role. Therefore, in theory, the Scherrer equation is valid for
extracting crystallite size up to a certain limit.

4. Conclusions

We showed that the calculation of crystallite size using the
Scherrer equation is accurate by comparing it with X-ray
diffraction peaks produced by the dynamical theory of X-ray
diffraction. We also established the range of validity of the
Scherrer equation in terms of crystallite size and Bragg angle:
for crystals with linear absorption coefficients below
2117.3 cm™! the Scherrer equation is valid, with an acceptable
error, for crystallites with sizes up to 600 nm. We also showed
that as the size increases only the peaks at higher 260 angles
give good results, and proposed that if one uses peaks with
26 > 60° then the limit for use of the Scherrer equation would
goup to 1 um.
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ANEXO B - ARTIGO : THE LIMIT OF APPLICATION OF THE
SCHERRER EQUATION

Esse artigo contem os principais resultados desta tese.
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The Scherrer equation is a widely used tool to obtain crystallite size from
polycrystalline samples. Its limit of applicability has been determined recently,
using computer simulations, for a few structures and it was proposed that it is
directly dependent on the linear absorption coefficient (1) and Bragg angle
(0g). In this work, a systematic study of the Scherrer limit is presented, where it
is shown that it is equal to approximately 11.9% of the extinction length. It is
also shown that absorption imposes a maximum value on it and that this
maximum is directly proportional to sin 6g/fLo.

1. Introduction

The Scherrer equation is a widely used tool to obtain crys-
tallite size (D) from X-ray powder diffraction measurements
by describing a simple relationship between D, the full width
at half-maximum (®) of the diffraction peak, the Bragg angle
(6g) and the wavelength of the radiation (A) (Scherrer, 1918;
Klug & Alexander, 1974; Langford & Wilson, 1978; Vives et
al., 2004; Holzwarth & Gibson, 2011; Muniz et al., 2016):

Kx
O=——--,
D cos g

®

where K is a parameter that depends on the relative orien-
tation of the scattering vector to the external shape of the
crystallite (Patterson, 1939; James, 1962; Langford & Wilson,
1978).

Equation (1) is based on principles similar to those of the
kinematical (or geometrical) theory of X-ray diffraction, that
is, after the incoming radiation is scattered by an atom it does
not interact with the others. Furthermore, the derivation of
equation (1) does not take into account the type or scattering
power of the atoms, crystal symmetry or reflection used
(Warren, 1969; Klug & Alexander, 1974). It is noteworthy that
despite all these simplifications, it can provide acceptable
results when compared with other techniques such as high-
resolution transmission electron microscopy or small-angle
X-ray scattering (Zhang et al., 2003; Shevchenko et al., 2003;
Borchert et al., 2005; Sherwood & Emmanuel, 2006; Weibel et
al., 2005; Ying et al., 2009; Chahkandi & Mirzaei, 2017). These
acceptable results are restricted to sizes up to a few hundreds
of nanometres, and in fact Cullity & Stock (2001) argue that
the Scherrer equation is valid only for crystallite sizes up to
200 nm. However, the limitation claimed by these authors is
due to resolution of the diffractometers.

On the other hand, Muniz et al. (2016) attributed the limit of
applicability of the Scherrer equation to the physical
assumptions made to obtain it, that are reasonable for
imperfect and/or ‘small’ crystals (Zachariasen, 1945). For
‘large’ and perfect crystals, the waves scattered by one atom
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(or atomic plane) are also scattered by the other atoms (or
atomic planes) and those waves are also subsequently scat-
tered by other atoms and so on. This multiple scattering
creates a wavefield inside the crystal and is properly dealt with
by the dynamical theory of X-ray diffraction, which considers
the dielectric constant of the crystal a three-dimensional and
periodic complex quantity and uses Maxwell’s equations to
describe the interactions of all beams (waves). This theory
explains distinct phenomena that are not predicted by the
kinematical theory, such as the Darwin width, primary
extinction and the Borrmann effect (Darwin, 1914a,b;
Zachariasen, 1945; Batterman & Cole, 1964; Pinsker, 1978;
Authier & Malgrange, 1998; Authier, 2001). Muniz et al. (2016)
suggested that there is a limit of applicability of the Scherrer
equation that is closely related to the limit between the
dynamical and kinematical theories. They determined the
Scherrer limit for three crystals, LaBg, Si and CeO,, and found
indications that it depends on Bragg angle and absorption.
However, their findings are not general.

In this work we present a systematic study, using computer
simulation, of the parameters that influence the Scherrer limit.
First we use several crystals with similar structure and linear
absorption coefficients, j1,, ranging from 595.9 to 2726.0 cm ™",
These crystals are arbitrarily chosen from the fifth row of the
periodic table and the results show that the Scherrer limit does
not depend only on p,. Second, we create a prototype struc-
ture in which it is possible to vary each structural parameter
independently. For this structure we show that the Scherrer
limit increases with the scattering power (F ;) of the reflection
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Figure 1

Determination of the Scherrer limit for the crystals Si, LaBs and CeO,.
Muniz et al. (2016) defined it as the value of Dy, for which Dg/Dp, = 0.8,
considering this an acceptable error from an experimental point of view.
In this work, it is defined as the value of Dy, for which Dg/Dy, = 0.95, to
better determine the point at which it starts to lose validity. The crystallite
size used to calculate the rocking curves with dynamical theory is Dy,. The
crystallite size obtained by applying the Scherrer equation to the full
width at half-maximum of those rocking curves is Ds. The calculations
were executed for A = 1.54 A, and the atomic form factors were calculated
using the coefficients given by Waasmaier & Kirfel (1995) and the
corrections due to anomalous scattering given by Cromer & Liberman
(1970). The solid lines are just guides for the eye.

[equation (6)] and Bragg angle. The effect of 1, is to decrease
the Scherrer limit for F; <0.3. Third, we create a second
prototype structure to study the effect of symmetry and also to
confirm the results of the first prototype structure. Further-
more, it is shown that the Scherrer limit is independent of
whether the structure is centrosymmetric or not. Finally, we
obtained results independently of the structure by arbitrarily
setting Fy, Fy, F,, V, 63 and A, respectively, the structure
factors of reflection H, H and 0, the volume of the unit cell, the
Bragg angle and the wavelength of the X-rays. It was found
that the Scherrer limit is approximately 11.9% of the extinc-
tion length [equation (34)]. Furthermore, the effect of
absorption is to impose a maximum value for the Scherrer
limit that is directly proportional to sin 6/ u,,.

2. Scherrer limit — calculation procedure

The rocking curves based on dynamical theory were calculated
using the Zachariasen equation (Zachariasen, 1945) corrected
by Wilkins (1978) and restricted to the Bragg symmetrical case
and o-polarized incident beam. The equation for this case is

Iy/1y = Yy P[sin®(a'v) + sinh?(a'w)]
/g + 221 + (Ig + 22| + |z[*) sinh*(a'w)
—(Ig + 2| — |z[») sin’(a'v)
1 A )
+ 3 (1 + 22| + 1z1%)* = |q|*|"/ sinh |2a'w|
+ Im[z(g + z%)"*] sin(2a'v)}, 2)

in which I, and I, are the intensities of the incident and
diffracted beam, respectively. The quantity z is given by the
equation z = v, — «/2, in which ¥, is a function related to the
polarizability per unit volume in the forward direction, and «
is proportional to the deviation of the incident beam from the
Bragg angle, o = 2(6; — 0) sin(26;;). The variable ¢ is defined
as ¢ = —Y,; ¥ where ¥y, = —4ne’Fy/mw?V, H = —H and
F,,; is the structure factor of reflection H. The m, e and @
symbols represent the mass, charge and angular frequency of
the electron, respectively. Furthermore, V is the unit-cell
volume, and v and o are the real and imaginary parts of
(q +22)"?, respectively.
The structure factor can be written as (Cullity, 1978)

N
Fy =3 _(fi + £ + ifi") exp[2milhx; + ky; +1z)].  (3)
i=1

or
N
Fy = ;(f, + i +ifi) exp(iH - x)), “)

where N is the number of atoms in the unit cell, f; is the atomic
form factor of atom i, and f; and f{" are the real and imaginary
parts, respectively, of the correction to the atomic form factor
due to resonance and absorption. The quantities x;, y; and z;
are the fractional coordinates of the atoms in the unit cell and
the position vector is given by x; = x;a, + y,a, 4 z;a;, where
(a;, a,, a;) are the primitive vectors of the direct lattice.
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Table 1

Scherrer limit and physical constants of the crystals from the fifth row of the

periodic table.

The crystals belong to space group Fm3m and have only one type of atom per unit
cell. The wavelength used was A =1.54 A and the reflection was (111). ICSD:

Inorganic Crystal Structure Database.

3. Absorption and the Scherrer limit — crystals from
the fifth row of the periodic table

The Scherrer limit for CeO,, LaBs and Si shown in the last
section was, respectively, 472.1, 876.6 and 1363.8 nm.
Muniz et al. (2016) suggested that these values are

Lattice inversely proportional to p,, which for these crystals is

Ho Scherrer parameter 2117.3, 1091.6 and 143 cmY, respectively. This claim is
Crystal (cm™)  limit (nm)  (A) Fun f1 fi #IGSD - as0 supported by the fact that the quantity jz,D is usually
Y 5959 2322 497 1261 —02788  2.107 41510 used to define the limit of application of the kinematic
Zr 862.1 1913 451 1264  —0.1808 2278 41511  theory (Zachariasen, 1945), which can satisfactorily
Mo 14550 1496 4.51 129.8  —0.02557 2743 41513 : . . K
Te 17488 1384 39 1316 001971 2988 41514 descnl.)e the dlffra'ctlgn‘peaks when u,D < 1; therefore
Ru 20151 1300 383 1353 007269 3261 41515  as W, increases, this limit decreases.
Rh 27260 1138 3.591 1361 01195 3.636 171677 To test Muniz’s hypothesis, the Scherrer limit was
Pd 23305 1267 39 45401739 3982 41517 calculated for several crystals with different linear
Ag 2169.8 1334 4.0855 1512 01754 4262 52257 N . ¥
Sn 7007 286.7 6.489 1786  0.08831 5515 40039 absorption coefficients. These crystals belong to space
Sb 2005.7 1544 4.61 167.7  —0.01459  5.660 52198 group Fm3m and have one type of atom per unit cell,
Xe 1oLz 2456 6132 1895 —03546 7712 43428 yhere these atoms are from the fifth line of the periodic
+ The atomic form factors were calculated using the coefficients given by Waasmaier & Kirfel  table, namely, Y, Zr, Mo, Tc, Ru, Rh, Pd, Ag, Sn, Sb and

(1995) and the corrections due to resonance and absorption given by Cromer & Liberman

(1970).

The set (h, k, I) represents the Miller indices and H =
hb; + kb, + Ib; where (b, b,, b;) are the primitive vectors of
the reciprocal lattice such that a, - b, = 27. In equations (3)
and (4) the effect of temperature is neglected.

The dependence of the rocking curves on crystallite size (D)
is in the quantity ' = wk,D/ sin 65, in which k, is the wave-
vector of the incident radiation and 6y is the Bragg angle.

The procedure to calculate the Scherrer limit is given by
Muniz et al. (2016). The first step is to obtain the rocking curve
of a crystallite with size D, using equation (2) (the subscript D
stands for dynamical theory). The second step is to measure
the full width at half-maximum of the rocking curve and
the third step is to calculate the crystallite size using
the Scherrer equation (1), Dg (the subscript S stands for
Scherrer equation.). The ratio Dg/Dy, is used to indicate how
close the crystallite size obtained with the Scherrer equation is
to the crystallite size used in the calculation with dynamical
theory.

The three steps described above are repeated for several
values of D, ranging from a few nanometres to several
micrometres. Muniz et al. (2016) defined the Scherrer limit as
the value of Dj for which Dg/Dpy =0.8. This limit is
reasonable from an experimental point of view, but in this
work we intend to determine the point at which the Scherrer
equation starts to lose validity. Therefore, the Scherrer limit is
defined as the value of Dy, for which Dg/Dp, = 0.95. Fig. 1
illustrates the calculation of the Scherrer limit for the (111),
(110) and (111) reflections of the crystals of CeO,, LaBs and
Si, respectively.

It should be pointed out that this is a computer simulation
study comparing two theories of X-ray diffraction, where no
attempt is made to compare the results with experimental
powder diffraction patterns. This procedure has the advantage
of not having to deal with the contribution to the diffraction
peak widths due to the individual characteristics of the
instrumental apparatus.

Xe. The range of p, for this series of crystals calculated
using equation (5) (Authier, 2001) is from 595.9 to
2766 cm ™

o = 2RAIm[F,]/V, ©)

where R = 2.817940 x 107 m is the classical radius of the
electron (Mohr & Taylor, 2000) and F; is the structure factor
obtained by setting 7 =0, k =0 and / =0 in equation (3).
Table 1 lists p,, the Scherrer limit and physical constants of
these crystals.

The Scherrer limit of the crystals of the fifth row of the
periodic table is shown in Fig. 2. There is a general trend in
which the Scherrer limit decreases as j1, increases. However, it
is not possible to find a well behaved curve that describes the

400
300 Sn
—~ Xe
E oy ¢
= 200 Z
o
E
£ Mo Sb
wv o TC Q
o Ag
0%,
Ri Rh
Upd >
100
500 750 1000 1500 2000 3000
=1
Figure 2 Hg (em )

Scherrer limit of the crystals from the fifth line of the periodic table.
There is a general behaviour that as p, increases the Scherrer limit
decreases. However, the points do not lie on a well behaved curve, which
implies that the Scherrer limit does not depend only on ). The
calculations were done for the (111) reflection and A = 1.54 A. The
crystals belong to the space group Fm3m and have only one type of atom
per unit cell.
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Table 2
Values of j, and f” used in this work for the calculation of the Scherrer
limit.

Iz
1o (em™) A=100A A=154A
0 0.0000 0.0000
400 12228 0.7940
600 1.8344 11912
1000 3.0573 1.9853
2000 6.1146 3.9705
3000 9.1718 5.9557

correlation of these two quantities. For example, if a straight
line is passed through Y, Zr and Rh, it would not be easy to
explain the values for Sn, Xe and Sb based solely on j,. On
the other hand, the crystals Ru and Sb have practically the
same 1, but different Scherrer limits.

These results agree with the ones presented by Muniz et al.
(2016). To better understand the Scherrer limit it is necessary
to make a systematic study, isolating the effect of each para-
meter.

4. Prototype |

It was shown in §3 that 1, is not the only factor affecting the
Scherrer limit, and that it is necessary to investigate other
parameters such as the Bragg angle, structure factor and
wavelength. To perform this study in a systematic manner a
prototype crystal structure was devised, in which one para-
meter can be varied while leaving the others unchanged. This
crystal structure belongs to the space group Fm3m and has
only one type of atom per unit cell. This choice of space group,
besides being the same as for the crystals from §3, is arbitrary
and in principle does not interfere with the results.

The first parameter to be studied is F, defined as the
scattering power of reflection H:

Fu=n(FyllFz)"/V, (6)

where Fy; was included because it is considered in the dyna-
mical theory due to multiple scattering in the direction of the
incident beam. On the other hand, F should be inversely
proportional to V because one expects that denser crystals
scatter X-rays more strongly. The parameter 7 ranges from 0
to 1 and is used to adjust the strength of F;, which is needed
to study its influence on the Scherrer limit.

To calculate F, it is necessary to evaluate Fy and Fy
using equation (3) or (4). The prototype I crystal has four
equivalent positions, situated at (0, 0, 0), (0, 1, 1), (3, 0, 1) and
G, 1, 0). Therefore its structure factor is given by (Cullity,
1978)

Foo= 0 for mixed even and odd &, k and [
A7V 4(f +f +if’) forh, kI alloddoreven.
()]

The effect of the Bragg angle on the Scherrer limit can be
analysed by using different reflections. For example, for A =

10 nm 100 nm

2 -02-01 0 01 02

Iy /Iy
)
=)

1 pm 10 pm

-0.02 0 0.02 -0.02 0 0.02
26 - 26y (degrees)

Figure 3

Rocking curves of the (111) reflection of prototype I and four values of
Dy, These curves shows the expected behaviour as Dy, increases. For
Dp =10 and 100 nm they are wide and present low-intensity fringes on
the sides while for D, =1 and 10 um they are sharp and asymmetric
because of dynamical effects. The maxima of the curves are 0.000803,
0.074188, 0.906999 and 0.937088 for 10nm, 100 nm, 1pm and
10 pm, respectively. F;; = F; = 146.493 4 i6.353, f” = 1.9853 and y, =
1000 em™" for A = 1.54 A.

154 A and a = 4.1 A, the following reflections are accessible:
(111), (002), (022), (113), (222), (004), (133), (024), (224) and
(333); these cover a range of Bragg angles from 18.983° to
77.386°.

The effect of absorption can be studied by varying f” in the
expression for u, of prototype I:

o = BRAf" V. ®

Table 2 shows the absorption values used in this work.

The first step to obtain the Scherrer limit is to calculate the
rocking curves using equation (2). The rocking curves
obtained using prototype I parameters have the expected
characteristics as the crystal size is increased (Fig. 3).

For D, =10 and 100 nm the curves are symmetric, wide
and with side fringes of low intensity. These characteristics are
the same as for peaks calculated using the kinematical theory.
On the other hand, for Dy =1 and 10 um the peaks are
asymmetric and more intense for negative deviations of the
Bragg angle, which are characteristics of peaks calculated
using the dynamical theory. The next step is to repeat this
calculation while changing systematically F;, p, and 6y, to
study their influence on the Scherrer limit.

The variation of the Scherrer limit with F,; can be modelled
by an equation of the type y = ax™"", which results in a straight
line in a log-log plot. Also, it increases with 6 while main-
taining the same behaviour with F; (Fig 4).

For prototype I, the Scherrer limit is not affected by u, for
Fu = 0.3. For F;; <0.3 p, decreases the Scherrer limit and
this reduction is greater for smaller F, (Fig. 4).
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Top, variation of the Scherrer limit of prototype I with F, for several
(hkl) reflections. It can be modelled by a function of the type y = ax™"
that gives a straight line in a log-log plot. For each 0 there is a set (a, m).
Bottom, variation of the Scherrer limit of prototype I with F, for several
values of p,. For F}; > 0.3 the Scherrer limit is unaffected by 1, while for
F <0.3 it decreases as j, increases. This effect is larger for smaller F ;.
This result is for the (111) reflection and similar results were obtained for
other reflections.

5. Prototype Il

The results presented in §4 are not, in principle, general. The
scattering power defined by equation (6) takes into account
only the absolute values of Fj and Fj. There could be
several reflections H and H of several different structures that
give the same F; but where the structure-factor phases are
distinct.

To test these new configurations a new prototype crystal
was devised. Prototype II belongs to space group F43m and
has two atom types per unit cell. The first type, called A, are
located at the fractional coordinates (0, 0, 0), (0, 3,1), 3, 0, 1)
and (%, %, 0). These are the same coordinates of the atoms as in
the prototype I crystal. The second type of atoms, called B, are
located at (5, 4, ). G- 5 9, G 3 D and G, 7. 9) (Fig. 5).

The structure factor of prototype II is given by (Warren,
1969)

@ Awoma

Atom B

Prototype I Prototype 11

(3/4) (1/4)

X X

Figure 5

Atomic positions in the unit cell of prototypes I and II viewed along the z
direction. The numbers in brackets are the fractional coordinates in z.
Prototype II symmetry can be changed by adjusting f,. For example, for
fz = f4 the structure becomes centrosymmetric. On the other hand, for
3 = 0 the structure of prototype I is retrieved.

(4 +if) + (fs +ify) forh+k+1=4n(neN)
Fo—4 (fa+if))— (fs+ify) forh+k+1=4n+2(meN)
n (o +if) +i(fy +ify) forh+k+1=4n+1(n€N)

(4 +ify) —i(fy +ify) forh+k+I1=4n+3(neN).

©

Different forms of the structure factors can be achieved by
selecting the ratio fg 4 = f3/f4. For example, the prototype I
structure can be retrieved by setting fz/,, = 0. Also, it is
possible to change from a non-centrosymmetric (3, # 1) toa
centrosymmetric structure (fz/, = 1).

For prototype I, the linear absorption coefficient is adjusted
by changing f”; for prototype II there are two types of atoms
and therefore p,, is given by

to =8RAMfY +f5)/ V., (10)

which means that several combinations of f} and fj can result
in the same absorption. In this work, their ratio was chosen to
be the same ratio of f.

The calculations show that the Scherrer limit does not
depend on the configuration of the structure factor (fy,,). This
means it is the same for centrosymmetric and non-centro-
symmetric structures, even when 1, # 0 (Fig. 6)

6. General case: gy = 0

In the last sections, the dependence of the Scherrer limit on
reflecting power, Bragg angle and absorption was shown.
However, those results are not general because they are based
on a given structure. In this section, a different approach is
used to study these dependencies; here Fy, Fy, F, V, 0 are
not calculated from a structure but, instead, are set arbitrarily.

Although the parameters mentioned in the last paragraph
are set arbitrarily, there are constraints that must be obeyed
because they represent a real crystal structure. For example,
|Fyl <|Fyl, as one can see by inspecting equation (3).
Therefore, it is important to use only those combinations of
parameters that obey these constraints because these are the
only sets that have a physical meaning. The determination of
those constraints is easier if the crystal structures are divided

58 Miranda and Sasaki + The limit of application of the Scherrer equation
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Table 3
Input parameters for equation (2) (Zachariasen, 1945) to study their
effect on the Scherrer limit.

Parameter Values Units
Wavelength (1) 0.7, 1.0, 1.54, 2.0 and 2.5 A
Bragg angle (6;) 15.186, 30, 45, 60, 75 and 85 °
Unit-cell volume (V) 71.830, 200, 350 A?
Re[F)] 300

Im[F,] 0

|Fj;| minimum-maximum 3-240

into four groups, depending on whether they are centrosym-
metric or not and whether there is absorption or not.

6.1. Centrosymmetric crystal and g, = 0

The structure factor of a reflection H in a crystal with
1o = 0 is given by

N
Fyy = flcos(H - x;) + isin(H - x;)]. (11)

j=1
In a centrosymmetric crystal, for every atom in position x
there exists an equal atom in position —x. Therefore, it is
possible to simplify equation (11) using the parity of the

functions sine and cosine:

Fy = %fj[cos(H -x;) +isin(H - x))]
j=1

+ NX/:zfj[cos(—H -x;) +isin(—H - x)], (12)
=

NJ2
Fyy =) filcos(H - x;) + isin(H - x,)]
=1

+ Nz/:zf][cos(H -x;) — isin(H - x))], 13)
=1
NP2
Fyp=2 Ef][cos(H -x)]s (14)
=

F, =24, (15)
where A = Zszj cos(H - x;).

=1

For this category of crystals, the structure factor is a real
number and consequently its phase angle, ¢, is equal to 0 or
7. The next quantity to be determined is F;, which can be

accomplished by substituting H by —H in equation (14):

Fi = Z%fj[cos(—H -x)], (16)
NJ2

Fp=2 ij[cos(H -x;)], 17)
=1

Fy =2A. (18)

In summary, a centrosymmetric crystal with p, =0 has the
following constraints: |F,| = |Fy;| and ¢, = ¢ = 0. Table 3
shows the parameters used as input in equation (2) to study

10*
JBia
0.00 o
025 o
= 067 0O
E 1.00 x
=3
E 10
B
B
g
QS
2 ®
Prototype II
5 (111)
101 4 =1544 x
a=4.100 A
10*
Joia
000 o
025 o
050 ©
= 1.00 X
C
=103
E 10
g
2
A
Prototype 1T
> (111)
107} 2 =1544 X
a=4.100 A
107! 10°
-3
Figure 6 FA)

The Scherrer limit does not depend on the structure-factor configuration
(fg/a) of prototype IT when p, = 0. It is equal to the Scherrer limit of
prototype I (fz,, = 0) and also is not affected by the presence (f5/, = 1)
or lack (fp/4 # 0) of a centre of symmetry. This result is for the (111)
reflection and similar results were obtained for other reflections. Top,
1o = 0. Bottom, 1, # 0.

their effect on the Scherrer limit; the calculations were
performed for all the combinations of these parameters.

The Scherrer limit calculated with this general case
approach is equal to the one calculated using prototypes I and
II (Fig. 7).

A detail worth noting in Fig. 7 is the slightly different values
of V for the general case and prototype I: 68.921 A’ for the
former and 71.830 A® for the latter. Even though these values
are different, the Scherrer limits are the same. This behaviour
was confirmed when the calculations were performed for other
values of V. Another parameter that does not affect the
Scherrer limit is F,. On the other hand, the effects of 63 and A
are the same as found for prototypes I and II (Fig. 8).

6.2. Non-centrosymmetric crystal and g, = 0

For a non-centrosymmetric crystal with u, = 0, equation
(11) cannot be simplified as in the last section; therefore it
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Figure 7
The Scherrer limits calculated using the general case approach and using
the prototype I structure are equal. This confirms that the results
obtained for prototype I are indeed general. This calculation was done for
14, and a centrosymmetric structure using a given set of parameters.
Similar results were obtained for several other sets.

has to be analysed in its original form. Defining A, =

Slificos x), By, = 3L fsin(M x) and ¢, =
arctan (B,/A,) it is possible to rewrite equation (11) as
Fy; = Ay +iB,, (19)

Scherrer limit (nm)

v 1 2]
v (A) 2
x 30 v §g +7070  Bgmks
a i3 v 58 x 100 3+
,| @ 60 v X ,| B 154 oXt
10°F & 75 v 10 F o 2000 2 0m*
+ 85 ) v a 2.50 . a
107! 10° g5 107! 10°
FyA™)
Figure 8 H

The Scherrer limit does not depend on V and F;, and has the same
variation with 65 and A found for prototypes I and II. These results were
obtained using the general case approach with 11, = 0 and a centrosym-
metric structure. In this example, when the following parameters are not
being varied their values are: V = 71.830 A®, F, =300, 65 = 15° and
A=154A.

Table 4
Parameter set used to study the Scherrer limit in the general case
approach.

The structure is centrosymmetric and p, = 0.

Parameter Values Units
Wavelength (1) 0.7, 1.0, 1.54, 2.0 and 2.5 A
Bragg angle (63) 15.186, 30, 45, 60, 75 and 85

Unit-cell volume (V) 71.830 A3
Re[F,] 300

Im{F,] 0

|Fy;| minimum-maximum 3-240

Structure-factor angle (¢;;) 0, 10, 25, 45, 90, 135, 180

Fyy = |Fy| explipy), (20)

where |Fy| = (A2 + B~
The expression for Fy; is found by substituting H for —H:

Fy = é fleos(—H - x;) + isin(—H - x,)], (1)
Fp= ,é flcos(H - x;) — isin(H - x,)], (22)
Fp = Ay — iBy, (23)

F = |Fy| exp(—igy). (24

In summary, (a) |Fy| = |Fgl: (b) 91 = —0g.

Differently from the last section, ¢,; is not restricted to 0 or
7. However, it does not influence the Scherrer limit (Fig. 9).
The effect of the other parameters is the same as observed in
the last section. The set of parameters used in the calculations
is shown in Table 4.

4

10" rm
] @ (degrees)
"a 0+
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25 o
) .. 45 o
£ . 20 =
Z 10 " 135 v
g n 180 o
o -
8 .
g .
g Fy =300 n
[75]
A=1544 .-
O = 15.186°
2 3 L]
10 V=71.830 A .
|
107t 10°
Fy &3

Figure 9
The Scherrer limit is independent of the structure-factor phase (¢). This
same result is obtained for several combinations of the parameters F, A,
6y and V. The calculations were performed using the general case
approach for non-centrosymmetric structures and f, = 0.

60  Miranda and Sasaki « The limit of application of the Scherrer equation

Acta Cryst. (2018). A74, 54-65

103



research papers

6.3. Scherrer limit equation — x, = 0

In §§6.1 and 6.2 the variation of the Scherrer limit with
several variables was studied; in this section a mathematical
equation to quantify this dependence will be derived. The
Scherrer-limit variation with F; can be represented by the
following equation:

S(x) = ax™*, 25)

where S is the Scherrer limit, x = F;, and a and « are the
fitting parameters.

It was shown that the Scherrer limit also varies with 65, but
retains the same behaviour as described by equation (25), i.e.
in a log-log plot it is a straight line. It is possible to include this
variation with 6y in the fitting parameters a and «, so that
there is a set (a, o) for each 0.

Equation (25) can satisfactorily fit the calculated Scherrer-
limit variation with F,; and 0y (Fig. 10). The variation of «
with 6y is negligible, less than 2.5% (Table 5). From this point
o =1. The variation of a with 63 can be satisfactorily
described by

a=psinfy +q (26)

where p and ¢ are the fitting parameters. The line of best fit
was obtained for p = 857.032 & 15280 nm 2 and ¢ = —3.9 +
11.9 nm ™ (Fig. 10).

The results presented above are for A = 1.54 ;\, and to find a
general equation the procedure described before was repeated
for several wavelengths. It was found that ¢ fluctuates around
0 and therefore can be considered constant, ¢ = 0 (Table 6).
The variation of p can be satisfactorily described by

p=rxr? 27)

where r and § are the fitting parameters. The line of best fit
was obtained for r = 1323.87 nm ™' and 8 = 1.0 (Fig. 10).

The dependence of S with 6, A and F; can be simplified by
combining equations (25), (26) and (27),

900

Table 5
Values of parameters a and « obtained by fitting S to calculated values of
the Scherrer limit for several 6.

6(°) a Error o Error
15.186 230.916 3.920 1.00337 0.004579
30.000 419.856 2353 1.02146 0.001508
45.000 573.511 8.586 1.02877 0.004024
60.000 734.314 2273 1.01855 0.0008332
75.000 827.880 2.668 1.01486 0.0008678
85.000 859.365 3.898 1.01268 0.001222
Table 6

Values of the parameters p and g obtained by fitting a = psin 6y + g to
the data in Table 5.

r (A) p (nm™?) Error g (nm™?) Error
0.70 1825.800 35.480 19.3059 27.07
1.00 1352.630 13.630 —19.7241 9.015
1.54 857.032 15.280 —3.89338 11.87
2.00 649.381 4.181 2.52154 2425
2.50 524.120 2.906 —2.62396 1.793
sinfg 1
Sy =220 L 29
A Fy

in which r is given in nm~', X in A and Fyin A3, Changing to
SI units and applying Bragg’s law:

1 14
S(x) =1.32387 o~ ———— x 10, (29)
2d (Fy x Fg)

Equation (29) is very similar to the equation for the extinction
length given by Authier & Malgrange (1998):

T (V0|VH|)1/2 14

Ay = —_—,
CTRC, o (FgFp“”?

(30)

in which C, =1 (o polarization) or C, = cos(26y) (7 polar-
ization). The definitions of y, and y;; are shown in Fig. 11
and for the symmetric Bragg case y, = cos ¢, = sinfy and

6y (degrees) 200 | Fo=300

._
b

600
500
400
300
200
100

_'7)

Scherrer limit (nm)
g,
a(nm

Fy=300
A-1544
V=71830A°

=4
o

A-154A
700 | V=71.830 &

3000

1

2000 Hy=0cm™

-
)

1000

p (nm

500

107 10° 0 02

-3
Figure 10 Fa A7)

06 08 1.0 0.5 1.0 20 30

sinfy A A)

Left, fit of equation S = ax™® to the calculated Scherrer-limit variation with F, for several values of 6. The dependence on 6y is included in the
parameters a and «. The variation of « with 6y is negligible and it can be set equal to 1. The Scherrer limit was calculated using the general case approach
with u, = 0. Middle, fit of equation a = psin 6 + g to the variation of a with sin @ given in Table 5. The line of best fit was obtained for p = 857.032 &
15280 nm ™2 and ¢ = —3.9 & 11.9 nm ™. Right, fit of equation p = r x A~ to the data in Table 6. The best values are r = 1323.87 nm ™' and 8 = 1.0.
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ky

crystal

Figure 11
Definition of the direction cosines in the Bragg symmetrical case. The
wavevectors of the incident and diffracted waves are denoted by k, and
k,,, respectively, and n is the normal to the crystal surface.

Yy = C0s ¢ = — sin 6. Substituting these values in equation
(30) and using o polarization one can write

that if the crystal is larger than 12% of the extinction length
then the Scherrer equation starts to lose validity. This result
agrees with those presented by Authier & Malgrange (1998)
when studying the limit of validity of the kinematical theory.
One of the effects predicted by the dynamical theory is the
primary extinction, which is the decrease in intensity of the
incident beam as it penetrates the crystal, because of
destructive interference with multiple scattered beams in its
direction; this decreases its depth of penetration. The Scherrer
equation, or the kinematical theory, does not consider loss of
intensity as the incident beam travels through the crystal;
therefore the result that the Scherrer limit is directly propor-
tional to the extinction length is reasonable.

7. General case: gy # 0
7.1. Centrosymmetric crystal and uo # 0

The structure factor of a reflection H when 1, # 0 is given
by

. N
, = Tsinfy Lm 1) Fy=Y(f +ifcos(H - x) +isin(H-x)], (35
R A (H 7Fu) =1
71 v in which f is the imaginary part of the correction of the
Ay = Eﬁm (32) atomic form factor due to absorption. The real part of the
HeH correction is included in f,.
Combining equations (32) and (29): Following the procedure shown in §6.1, it is possible to
simplify equation (35) by using the fact that for each atom in a
W AR p X X o ’
S(x) = 1.32387 x 10" —"—, (33) position x there exists an equal atom in the position —x:
k4
N/2
S(x) = 0.1194A,,. (34) Fy = Z}(f] + if{"){[cos(H - x;) + i sin(H - x;)]
=
Equatiqn (34) summa-rizes the dep‘endence of S with all crystal + [cos(—H - x)) + isin(—H - )]}, (36)
properties and experimental details. It expresses the relation
-0° — g0
10° | T ¥y 0u=0 0u=5
x 8
X X &
E |~ * g
= * g
E o S
= =
& X g S ¢ =15° O =20°
= ¢y (degrees)
o $ 5 %
10° § «— 5 o
g 15 v
20 ¢
30 X
3 4
10 10 01 0 01 =01 0 0.1

. Aq (nm)
Figure 12

Effect of ¢;; on the Scherrer limit. Left: the values of the Scherrer limit calculated for different ¢, coincide whenever equation (44) is satisfied, meaning
that it is independent of ¢,,. Right: example of the rocking curves obtained for the value of A indicated by the arrow in the left panel. For the parameter
set used in this example, the maximum allowed value of ¢;; is 9.4°. For ¢,; = 0° and 5° the rocking curves are identical and have the expected shape. For

0 — g (degrees)

@y = 15° and 20°, which are outside the allowed range, the rocking curves present anomalous characteristics, the appearance of double peaks.
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Figure 13
Scherrer limit of the general case as a function of A for several values of
4o/ sin 6. The lines represent the same calculations but with a different set
(%, 0g). For example, for p,/sinfp = 11591 em™ the points were
calculated using A =1.54 A and 0y =15 while the line was using
A =1.00 A and 0 = 9.675°.

N2
Fy = X;(f] + if){[cos(H - x;) + isin(H - x;)]
=

+ [cos(H - x;) — isin(H - x;)]}, 37)
N/2

Fy = g(fj +if)2cos(H - x))], (38)
=

F, =2A+12C, (39)

Fy = |Fyl exp(ioy), (40)

in which € =2Y" " cos(H - x), |Fy;| = 2(A> + C*)"* and
tangy = C/A.

The structure factor of the reflection H can be obtained by
substituting H by —H in equation (38):

N2

Fn= Xl:(f] +if{")[2 cos(H - x;)], (41)
=

Fp =2A+i2C, (42)

Fgz = |Fy| exp(ipy). (43)

Equations (40) and (43) show that |F;| = |Fy| and ¢ = @y.
Note that, differently from the case without absorption, ¢ is
not restricted to 0 or 7. Nevertheless, it has a restricted range
because the imaginary part of the structure factor is limited by
the value of the absorption. In mathematical terms

N/2

Cc< Zl . (44)
=

The right side of equation (44) is equal to half the imaginary
part of the structure factor of H = 0; therefore Im[F,] <
Im([F;]. Values of ¢, set outside this allowed range do not
have physical meaning because they do not represent real

Table 7
Parameter set used to study the effect of A, and p,/sinf on the
Scherrer limit in the general case approach.

Parameter Value Units
o 0, 400, 600, 1000, 2000, 3000 cam"
A 1.0, 1.54 A

Oy 9.675, 11.537, 14.478, 15.000, 17.939, °

19.471, 22.644, 30.000, 30.866, 36.682,
50.354, 74.259

v 71.830 A}
|Fyl 300
|Fy| range 3-240

structures. This can be seen on the rocking curves that present
anomalous characteristics such as the appearance of double
peaks (Fig. 12).

The Scherrer limit was calculated for several values of ¢
and the results are shown in Fig. 12. For ¢, = 0° and 5°
equation (44) is satisfied in the entire range of A. In this case,
the Scherrer limit is independent of ¢,.

Once the possible values of ¢, were determined, the
Scherrer limit was calculated as a function of A for several
values of 1,/ sin 6. Fig. 13 shows that absorption decreases the
Scherrer limit for high values of A. The lines that go through
the points in the figure are from calculations using a different
combination of (A, 6) which yields the same 1,/ sin 6. Several
other combinations of parameters from the list presented in
Table 7 were also tested.

The decrease in the Scherrer limit due to absorption is
expected because it decreases the penetration depth of the
incident beam, thus creating an apparent size. This effect is
more pronounced for higher values of A, (Fig. 13), where the
influence of primary extinction is smaller. On the other hand,
for smaller values of A, primary extinction is dominant and
the effect of absorption is almost negligible.

7.2. Non-centrosymmetric crystal and uo # 0

For a non-centrosymmetric crystal with u,, equation (35)
cannot be simplified as in the last section; therefore it has to be
analysed in its original form, which can be rewritten as

Fy =Fy +Fj, 3)

where the contributions from f and f” are separated:

N
Fy =3 flcos(H - x;) + isin(H - x;)], (46)
=
Fjy = |Fyy| expligh), (47)
and
N
Fpp = Y iff[cos(H - x;) + isin(H - x,)], (48)
=
Fjy = |Fjj| exp(igly). (49)

The equation for F7; can be obtained by substituting H for —H
in equations (46) and (48):
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The Scherrer limit is independent of the structure-factor phase (¢).
These calculations were done using the general case approach for non-
centrosymmetric structures and p, # 0. The symbols ¢, and ¢, are
related to ¢, by equations (45), (47) and (49).

Maximum Scherrer limit (nm)

10° S

10
W/sin® (_cm‘l)

Figure 15

Fit of equation S, = S,(sin (J/MO)E (solid line) to the maximum Scherrer

limit (open circles) calculated using the general case approach (double

logarithm plot). The line of best fit was obtained for S, = 1.067 x 107 and

£ =0.980.

Fy; = |Fy| exp(—ig)), (50)

Fp = |Fp| expli( — ¢f)]- 1)

Besides equations (50) and (51), the other restriction in the
structure-factor value is |F}| < Z}llf!” or |F};| <Im[F,].

The angle of the structure phase, ¢, does not have the
restriction found for the centrosymmetric case. However, it
does not change the Scherrer limit (Fig. 14). Calculations using
several combinations of A, 6, F, ity and V produced the same
results found for the centrosymmetric case, meaning that the
Scherrer limit depends only on A, and p,/ sin 6.

7.3. Scherrer limit equation — uy # 0

A simple relationship between the Scherrer limit and A,
was found for structures with p, =0 [see equation (34)].
Including absorption, it was found that it decreases the
Scherrer limit for high values of A, to the point where it
creates a maximum value, which depends only on p,/sin6.
This dependence can be satisfactorily described by

Sax = Solsin 6/ o), (52)

where S, = 1.067 x 107 and & = 0.980 (Fig. 15).

8. Conclusions

In this work we presented a systematic study of the limit of
applicability of the Scherrer equation, the Scherrer limit, and
showed that it is approximately 11.9% of the extinction length.
This result agrees with the results presented by Authier &
Malgrange (1998) when studying the limit of validity of the
kinematical theory. Furthermore, we showed that absorption
decreases the Scherrer limit for large extinction lengths and
also imposes on it a maximum value.
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