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RESUMO

As técnicas de difração de raios X moles somente foram exploradas recentemente com o advento

dos síncrotrons de 3° geração. Nesta faixa de energia, os cristais são fortemente absorvedores,

e a intensidade observada pode ser descrita pelo caso particular de cristal espesso. No entanto,

uma descrição simples e geral para cristais de qualquer espessura é ausente. Neste trabalho, uma

teoria da difração de raios X moles em cristais fortemente absorvedores de qualquer espessura

foi desenvolvida analiticamente baseada no tratamento semi-cinemático, nos quais a absorção

linear e a refração são consideradas e a extinção primária é negligenciada. Ela é um caso

particular para a aproximação semi-cinemática da teoria dinâmica de Laue. Para cristal espesso,

a intensidade difratada tem forma lorentziana, com a largura à meia altura proporcional ao

coeficiente de absorção linear, estando de acordo com os métodos de analise usados na técnica

de espalhamento ressonante de raios X moles (RSXS). Para cristais de qualquer espessura, a

largura integrada foi obtida como uma função da espessura, da qual a equação de Scherrer é um

caso particular, e diferindo da expressão para extinção primária apenas pelo quantificador da

atenuação. Aplicações na RSXS são discutidas para cristais finitos e espessos. Este trabalho

descreve a difração de raios X moles em cristais.

Palavras-chave: Difração de raios X. Raios X moles. Teoria semi-cinemática. Cristal absorve-

dor. RSXS.



ABSTRACT

The soft x-ray diffraction techniques were only recently explored with the advent of 3rd genera-

tion synchrotrons. In this energy range, the crystals are strongly absorbing, and the measured

intensity can be described by the particular case of thick crystals. However, a simple and ge-

neral description for crystals of any thickness is missing. In this work, a theory of soft x-ray

diffraction in strongly absorbing crystals of any thickness was analytically developed based

on semi-kinematical treatment, in which linear absorption and refraction are considered, and

primary extinction is neglected. It is a special case for the semi-kinematical approximation of

Laue dynamical theory. For thick crystal, the diffracted intensity has a Lorentzian shape, with the

full width at half maximum proportional to the linear absorption coefficient, being in accordance

with the analysis methods used in the technique of Resonant Soft X-ray Scattering (RSXS).

For crystals of any thickness, the integral breadth was obtained as a function of thickness, of

which the Scherrer equation is a particular case, and differing from the expression for primary

extinction only by the attenuation quantifier. Applications in RSXS are discussed for finite and

thick crystals. This work describes the soft x-ray diffraction in crystals.

Keywords: X-ray diffraction. Soft x-ray. Semi-kinematical theory. Absorbing crystal. RSXS.
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1 INTRODUÇÃO

Os raios X são ideais para o estudo da matéria a nível atômico, pois são radiações

eletromagnéticas com comprimento de onda próximo ao tamanho atômico e com energia capaz

de ionizar os átomos. Decorridos 125 anos da sua descoberta (RÖNTGEN, 1896) e 106 anos

da solução da primeira estrutura (BRAGG, 1914), muitas técnicas de caracterização usando

raios X foram desenvolvidas, lançando luz no entendimento da matéria. As diversas técnicas de

caracterização são descritas por teorias que utilizam de aproximações para descrever de maneira

simples e completa os dados obtidos, facilitando sua aplicação.

A maioria das técnicas de caracterização com raios X utilizam raios X duros, devido

à facilidade de experimentação, maior penetração no cristal e grande número de reflexões

observadas. Graças a isso, houve um intenso desenvolvimento teórico na difração de raios X

duros, resultando em teorias simples aproveitando as aproximações para os diferentes casos. Um

exemplo é a teoria cinemática de Laue, baseada apenas no caráter geométrico da difração, que

despreza importantes interações dos raios X com o cristal, mesmo assim, fornece uma descrição

adequada da cristalografia de raios X em mono e policristais, sendo amplamente utilizada na

solução e refinamento de estruturas. Outro exemplo é a teoria dinâmica de Darwin, que se

aproveita da alta penetração dos raios X duros para simplificar sua formulação, considerando os

efeitos da extinção primária e da refração, e desprezando os efeitos da absorção linear.

Experimentos de difração de raios X moles devem ser realizados em ultra-alto vácuo

e com fonte muito intensa, devido à forte absorção pelo ar e pelo cristal, e poucas reflexões

podem ser observadas. Por esses motivos, o desenvolvimento experimental e teórico foi atrasado.

Esse cenário vem mudando nas últimas duas décadas, com o desenvolvimento dos síncrotrons

de terceira geração e de tecnologias de ultra-alto vácuo. Por exemplo: a técnica intitulada

espalhamento ressonante de raios X moles (Resonant Soft X-ray Scattering: RSXS) é única no

estudo das correlações de spin, carga e orbital com seletividade atômica. A energia dos raios

X moles é compatível com as energias de ligação dos elétrons dos níveis mais externos (FINK

et al., 2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Em resumo, a RSXS é uma técnica de difração

de raios X moles nas bordas de absorção. Geralmente, em experimentos de RSXS os cristais

são imperfeitos e espessos, pois nessas energias os raios X têm pouca penetração. Por esse

motivo, desenvolvimentos teóricos se concentraram no caso especial para cristal espesso (SÈVE

et al., 1998; ACHKAR et al., 2013; ACHKAR et al., 2016). Cristais espessos são aqueles cuja

espessura é maior que a profundidade de sondagem dos raios X. A difração de raios X é descrita
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de modo geral pela teoria dinâmica de Laue (LAUE, 1931; ZACHARIASEN, 1945), no entanto,

é matematicamente complicada, dificultando sua aplicação. Falta uma formulação simples que

descreva a difração de raios X moles para cristais de qualquer espessura e facilite sua aplicação.

Diante disso, desenvolvemos uma teoria que descreve a difração de raios X moles.

Ela é baseada no tratamento semi-cinemático, que consiste no acréscimo dos efeitos da absorção

linear e da refração no tratamento cinemático Laue.

O capítulo 2 apresenta uma breve revisão dos conceitos utilizados no desenvolvi-

mento e na discussão da teoria. Uma revisão histórica das primeiras formulações da difração de

raios X é apresentada, enfatizando o desenvolvimento e a importâncias das diversas formulações

da difração de raios X. A natureza dos raios X, o espalhamento, a refração e a absorção linear

são discutidos. A teoria cinemática de Laue e as teorias dinâmicas de Darwin e de Laue são

apresentadas, enfatizando as expressões da intensidade difratada, intensidade integra e largura

do perfil.

O capítulo 3 apresenta o desenvolvimento detalhado da teoria semi-cinemática da

difração de raios X moles em cristais. Após uma revisão do deslocamento da reflexão causado

pela refração e o espalhamento por um único plano, o modelo de cristal fortemente absorvedor

é apresentado. As expressões da intensidade difratada, intensidade integrada e largura integral

para cristal de qualquer espessura no espaço real e recíproco são desenvolvidas e aproximadas

para o caso especial de cristal espesso. A profundidade sondada na difração de raios X moles é

estimada.

O capítulo 4 apresenta os casos particulares para aproximação semi-cinemática e

para zero absorção na teoria dinâmica de Laue, comparando esses casos particulares com a teoria

semi-cinemática da difração de raios X moles em cristais e com a teoria dinâmica de Darwin

para cristais de qualquer espessura, respectivamente. A largura integral considerando os efeitos

de extinção primária é obtida.

O capítulo 5 apresenta comprovações experimentais, baseado na revisão de trabalhos

que usam a técnica de RSXS, que o tratamento semi-cinemático descreve a difração de raios

X moles. Também discute novas abordagens nos métodos de análises para cristal espesso, e

possíveis aplicações do caso geral para cristal de qualquer espessura no estudo das propriedades

dependentes da espessura.

O capítulo 6 apresenta uma conclusão em forma de resumo, destacando as principais

contribuições, e a publicação resultante desta tese.
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2 FUNDAMENTOS DE RAIOS X

Este capítulo apresenta uma breve revisão dos conceitos utilizados na formulação

e discussão da teoria semi-cinemática da difração de raios X moles em cristais. A seção 2.1

comenta a descoberta dos raios X e as primeiras teorias da difração em cristais, enfatizando

o desenvolvimento e a importâncias das diversas teorias. A seção 2.2 discute a natureza e a

produção dos raios X, evidenciando os raios X moles. A seção 2.3 discute o espalhamento por

um átomo. A seção 2.4 trata da refração e da absorção linear. A seção 2.5 discute a teoria

cinemática de Laue e a equação de Scherrer. A seção 2.6 discute as teorias dinâmicas de Darwin

e Laue, enfatizando a expressão da intensidade difratada.

2.1 Histórico

Em 1895, W. C. Röntgen relata sua descoberta dos raios X (RÖNTGEN, 1896).

Röntgen ganhou o Prêmio Nobel em 1901 pela descoberta dos raios X. Em 1907, W. H. Bragg

defende a natureza corpuscular dos raios X (BRAGG, 1907; BRAGG, 1908), enquanto C. G.

Barkla demonstra que os raios X são polarizáveis (BARKLA, 1907). Barkla ainda classifica os

raios X em moles e duros, segundo seu poder de penetração (SANTIN FILHO, 1995).

Em 1912, M. von Laue descobre a difração de raios X por cristais e apresenta a

teoria cinemática da difração de raios X para explicá-la (FRIEDRICH et al., 1913; LAUE, 1913;

LAUE; TANK, 1913). Laue ganha o prêmio Nobel em 1914 pela descoberta da difração de raios

X por cristais. A Figura 1 mostra as principais contribuições teóricas na difração de raios X

em cristais nos primeiros 20 anos. Ainda em 1912, W. L. Bragg apresenta a relação conhecida

como lei de Bragg (BRAGG, 1912), que estabelece a condição de difração usando a distância

interplanar. W. L. Bragg e W. H. Bragg determinam a estrutura dos haletos alcalinos usando a

lei Bragg (BRAGG; BRAGG, 1913; BRAGG, 1914). Bragg e Bragg ganham o prêmio Nobel

em 1915 por suas contribuições na análise de estruturas cristalinas usando raios X. Em 1914,

P. P. Ewald apresenta o fator de estrutura, usando-o na determinação de estruturas cristalinas

(EWALD, 1914). Em 1918, P. Scherrer apresenta a relação conhecida como equação de Scherrer

(SCHERRER, 1918), que relaciona a largura da reflexão com a espessura do cristal.

Em 1914, C. G. Darwin apresenta a primeira teoria dinâmica da difração de raios X

(DARWIN, 1914a; DARWIN, 1914b), que descreve o efeito da extinção primária e da refração

em cristais espessos. Em 1922, Darwin generaliza sua teoria para cristais de qualquer espessura
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Figura 1 – Linha do tempo das primeiras teorias da difração de raios X em cristais. As principais contribuições
teóricas nos 20 anos após a descoberta da difração de raios X em cristais em 1912.

Fonte: Autor.

(DARWIN, 1922), revisado posteriormente em 1926 (BRAGG et al., 1926). Em 1930, usando

o tratamento de Darwin, J. A. Prins (PRINS, 1930) apresentou uma formulação que considera

a absorção linear e a parte imaginária no espalhamento em cristais espessos. O tratamento

dinâmico de Darwin está intimamente relacionado ao tratamento cinemático de Laue (WARREN,

1990). Um tratamento dinâmico completamento diferente foi apresentado em 1916-1917 por

Ewald (EWALD, 1916; EWALD, 1917). Em 1931, o tratamento de Ewald foi reformulado por

Laue (LAUE, 1931) passando a envolver a solução das equações de Maxwell em um meio com

constante dielétrica periódica. Para os detalhes da difração de raios X em cristais perfeitos é

necessário usar o tratamento dinâmico de Laue (WARREN, 1990).

2.2 Natureza e produção

Os raios X são uma forma de radiação eletromagnética ionizante com energia entre

100 eV e 200 keV, maiores que os raios ultravioletas e menores que os raios gama, no entanto,

essas fronteiras não são bem definidas. Por sua vez, os raios X são subdivididos quanto a

seu poder de penetração em moles — com energia até 2 keV — e duros, com energia acima

disso, como ilustrado na Figura 2. As técnicas experimentais com raios X duros tiveram maior

desenvolvimento pela facilidade de operação, enquanto com raios X moles, que são absorvidos

fortemente até pelo ar, tiveram seu desenvolvimento atrasado.

Os raios X têm comprimento de onda da ordem do tamanho atômico e energia capaz
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Figura 2 – Abrangência dos raios X moles e duros no espectro eletromagnético. Os limites entre as divisões do
espectro eletromagnético não são bem definidos. Os raios X moles compreendem a faixa de 100 eV até 2 keV, deste
até 200 keV os raios X duros.

Fonte: Adaptado da Wikipedia: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:X-ray_range.svg>.

de ionizar os átomos, tornando uma sonda importante na difração e na espectroscopia. A RSXS

usa essas duas propriedades. O comprimento de onda e a energia do fóton são relacionados pela

relação de Planck–Einstein

E =
hc
λ
, (2.1)

onde h é a constante de Planck [h = 4,135667 x10−15 eV.s] e c é a velocidade da luz no vácuo

[c = 299792458 m/s]. Para uma rápida conversão E(eV) = 12398/λ (Å).

Os raios X são produzidos nas transições eletrônicas nos átomos ou na desaceleração

de partículas carregadas. Em tubos de raios X, elétrons acelerados atingem os átomos do alvo no

tubo produzindo raios X de freamento e característicos, que dependem da constituição do alvo.

Desde a descoberta dos raios X, em 1895, os tubos de raios passaram por melhorias, estando

presentes nas mais diversas aplicações.

Em síncrotrons, elétrons em polígonos são defletidos por campo magnéticos, pro-

duzindo radiação síncrotron, principalmente raios X. As primeiras pesquisas com radiação

síncrotron usaram aceleradores projetados para pesquisas em física nuclear ou de partículas, ca-

racterizando a primeira geração de síncrotron. Os projetos de equipamentos exclusivamente para

pesquisas com radiação síncrotron, avanços nesses projetos e uso de dispositivos que aumentam

o brilho da radiação caracterizam a segunda, terceira e quarta geração (BORLAND et al., 2014).

Técnicas de síncrotron são centrais em muitos campos, como na física da matéria condensada e

materiais.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:X-ray_range.svg


21

2.3 Espalhamento

Considere uma onda de raios X de amplitude E0 e comprimento de onda λ intera-

gindo com um elétron livre localizado na origem. A direção de incidente é~k e de espalhamento

é~k′, com |~k| = |~k′| = 2π/λ = w/c, onde w é a frequência angular. O campo elétrico faz o

elétron oscilar, que por sua vez, emite radiação, ou seja, o elétron espalha parte da radiação

incidente. Conforme tratado em detalhes em Morelhão (2016), a amplitude espalhada por uma

carga acelerada é obtida resolvendo as equações de Maxwell. O campo elétrico espalhado por

um elétron e observado no ponto P, localizado por~r, é descrito em função do tempo t,

~Ee =−re~PE0
e±i(wt−~k′·~r)

r
, (2.2)

onde re é o raio clássico do elétron [re = 2,817940 x10−15 m] e ~P é o fator de polarização

vetorial. O sinal negativo indica que a onda espalhada tem uma defasagem de 180 graus com

relação à onda incidente. Para raios X não polarizados a intensidade espalhada é proporcional ao

fator de polarização

FP = 〈|~P|2〉= 1+ cos2 2θ

2
, (2.3)

onde 2θ é o ângulo entre as direções de incidência e espalhamento.

Agora, considere a onda de raios X interagindo com um átomo. O espalhamento

dos raios X por cada elétron do átomo resulta num fenômeno de difração. O fator de espalha-

mento atômico fa é a razão entre a amplitude resultante espalhada pelo átomo e a amplitude

espalhada por um único elétron. Considerando a distribuição de elétrons nos átomos como uma

função de densidade volumétrica esférica, o fator de espalhamento atômico de Thomson é f q.

Este independe da orientação do átomo e seu comportamento pode ser descrito em termos da

magnitude do vetor de espalhamento Q (= 4π sinθ/λ ), conforme ilustrado na Figura 3. Quando

Q é próximo de zero — pequeno ângulo de espalhamento ou comprimento de onda muito grande

— o fator de espalhamento de Thomson é aproximadamente o número de elétrons no átomo.

Os elétrons do caroço do átomo, ao interagirem com fótons de raios X, podem

absorvê-los e saltar para um estado quântico disponível nos arredores do átomo, sendo estados

discretos de elétron ligado ou contínuos de elétron livre em arranjos atômicos. Estimulado pelo

campo da onda incidente, o elétron retorna ao seu nível inicial, emitindo um fóton com a mesma

energia, mas defasado de 90 graus com relação à onda incidente. Essa defasagem no processo

ressonante resulta em termos de correção real e imaginário no fator de espalhamento atômico,
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Figura 3 – Comportamento do fator de espalhamento atômico de Thomson com a magnitude do vetor de espalha-
mento. f q em função de Q (= 4π sinθ/λ ) para os elementos Cobre, Manganês, Manganês +4 e Oxigênio. Para
Q = 0, f q é igual ao número de elétrons no átomo. Com o aumento de Q a ionização perde a relevância, como no
manganês e manganês +4. O espalhamento é constante para determinada reflexão, pois Q = 2π/d.

Fonte: Dados de Brown et al. (2005).

chamados de correção por dispersão anômala,

fa = f q + f ′+ i f ′′. (2.4)

Os valores de f ′ e f ′′ dependem da energia dos fótons de raios X incidentes e são tabelados

para átomos isolados (CHANTLER et al., 2005). Essas correções são pequenas, exceto para

energias próximas às bordas de absorção. As quantidades f ′ e f ′′ são relacionados pela relação

de Kramers-Kronig (LUCARINI et al., 2005).

2.4 Refração e absorção

Considere uma onda de raios X se propagando em um meio isotrópico com coefici-

ente de absorção linear µ0. A absorção linear é a soma de todos os processos que atenuam os

raios X: absorção fotoelétrica, espalhamento coerente e incoerente. Os raios X tem amplitude

inicial E0, percorrida uma distância P sua amplitude cai para EP. Essa atenuação é quantificada

pelo µ0 e é relacionada pela lei de Lambert-Beer,

EP = E0 exp(−µ0P/2). (2.5)
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A eletrônica e a organização dos átomos no material causam pequenas alterações no coeficiente

de absorção linear. De maneira simplificada, os fóton-elétrons criados quando elétrons de caroço

absorvem os fótons de raios X se propagam como ondas esféricas e são espalhados pelos átomos

vizinhos, gerando interferência que resulta numa pequena alteração no coeficiente de absorção

linear. O comportamento com a energia dos fótons de raios X incidentes fornece informações

sobre a eletrônica e a organização dos átomos no material (KONINGSBERGER et al., 2000).

Agora, considere uma onda de raios X cruzando a interface entre dois meios isotró-

picos diferentes. No meio 1, a onda tem velocidade de fase v1 e incide no plano da interface sob

um ângulo de θ1. No meio 2, a onda tem velocidade de fase v2 e refrata sob um ângulo de θ2. Os

ângulos θ1 e θ2 foram escolhidos convenientemente com relação ao plano da interface, conforme

ilustrado na Figura 4. O índice de refração real representa o fator pelo qual a velocidade de fase

v da onda eletromagnética se propagando em um meio isotrópico muda com relação à velocidade

da luz no vácuo c, escrito matematicamente como η = c/v. A lei de Snell ou lei da refração

relaciona o desvio sofrido nos ângulos de incidência e refração com a razão entre os índices de

refração, velocidades de fase ou comprimentos de onda,

cosθ1

cosθ2
=

η2

η1
=

v1

v2
=

λ1

λ2
. (2.6)

O índice de refração complexo carrega o índice de refração e o coeficiente de

absorção linear,

N = η + iκ = 1−δ + iκ. (2.7)

Figura 4 – Representação geométrica da refração. Os meios 1 e 2 tem, respectivamente, índice de refração η1 e η2,
com η1 > η2. Os raios X se propagando no meio 1 incidem no plano da interface entre os meios sob um ângulo de
θ1 e são refratados sob um ângulo de θ2. Os comprimentos de onda nos meios 1 e 2 são, respectivamente, λ1 e λ2.

Fonte: Autor.
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A parte real η é o índice de refração, que também pode ser expresso como 1−δ . O incremento no

índice de refração real pode ser expresso usando a soma da parte real dos fatores de espalhamento

atômicos dos átomos da cela unitária FR
0 ,

δ =
reλ 2

2πVc
FR

0 , (2.8)

onde Vc é volume da cela unitária. Para raios X, a quantidade δ é da ordem de 10−6 (EWALD,

1962), portanto o índice de refração é próximo de um. A quantidade κ pode ser expresso usando

a soma da parte imaginária dos fatores de espalhamento atômicos dos átomos da cela unitária F ′′0

como κ = (reλ 2/2πVc)F ′′0 . Usando a relação µ0 = 4πκ/λ resultado em

µ0 =
2reλ

Vc
F ′′0 . (2.9)

A parte imaginária do fator de espalhamento atômico decresce com o quadrado da energia e

cresce com a quarta potência do número atômico, conforme ilustrado na Figura 5. Portanto, o

coeficiente de absorção decresce com o inverso da terceira potência da energia [1/E3].

Figura 5 – Comportamento da parte imaginária do fator de espalhamento atômico com a energia do feixe incidente.
f ′′E2/Z4 em função de E para os elementos Oxigênio, Manganês, Cobre e Lantânio, onde Z é o número atômico. A
quantidade f ′′E2/Z4 se comporta de maneira aproximadamente constante, com incrementos nas bordas de absorção,
portanto f ′′ é proporcional à Z4/E2.

Fonte: Dados de Chantler et al. (2005).
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2.5 Teoria cinemática

A teoria cinemática de Laue (FRIEDRICH et al., 1913; LAUE, 1913; LAUE; TANK,

1913) foi a primeira descrição teórica da difração de raios em cristais, juntamente com sua

descoberta. Ela considera apenas o espalhamento dos raios X incidentes, desprezando os

múltiplos espalhamentos que os raios X possam sofrer. Também despreza a perda de energia

sofrida nos espalhamentos, violando assim a lei de conservação da energia. Ela descreve a

difração de raios X em cristais pequenos, nos quais os efeitos de extinção primária e absorção

linear podem ser desprezados.

Considere a difração de raios X, de comprimento de onda λ , por um cristal pequeno

no caso Bragg simétrico. O cristal tem espessura D, sendo formado por M planos separados

por uma distância interplanar d. No caso Bragg simétrico, os planos são paralelos à superfície

do cristal, e os ângulos de incidência e reflexão com relação à superfície são iguais, conforme

ilustrado na Figura 6. Quando a diferença de fase entre os raios X espalhados por dois planos

consecutivos é igual a um múltiplo inteiro n do comprimento de onda ocorre interferência

construtiva e a reflexão pode ser observado no ângulo de Bragg θB, dado pela lei de Bragg,

nλ = 2d sinθB. (2.10)

A distância interplanar é determinada pelos parâmetros de rede e pelos índices de Miller hkl.

Figura 6 – Representação geométrica da lei de Bragg. As ondas espalhadas no mesmo plano interferem construtiva-
mente. As ondas espalhadas por planos consecutivos — por exemplo, os planos 0 e 1 — interferem construtivamente
quando a diferença de caminho ABC for igual a um múltiplo inteiro do comprimento de onda λ , o que ocorre no
ângulo de Bragg θB.

Fonte: Autor.
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Quando a lei de Bragg é satisfeita ocorre interferência construtiva entre os raios X

espalhados pelos planos, no entanto, a intensidade da reflexão depende do espalhamento da cela

unitária nessa direção, que é quantificado pelo fator de estrutura, dado por

FH = ∑
i

fi exp(2πi[hxi + kyi + lzi]), (2.11)

onde fi e (xi,yi,zi) são, respectivamente, o fator de espalhamento atômico e as coordenadas

fracionárias do i-ésimo átomo da cela unitária. A intensidade da reflexão ou intensidade integrada

cinemática é proporcional à espessura do cristal e ao módulo quadrado do fator de estrutura

(AUTHIER, 2001),

AK

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 3D
sinθB sin2θB

1+ cos2 θB

2
, (2.12)

Em um agregado policristalino espesso a atenuação dos raios X é provocada unicamente pela

absorção linear, e a intensidade integrada é dada por

AK

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 3

2µ0 sin2θB

1+ cos2 θB

2
. (2.13)

O fator de estrutura é a transformada de Fourier da densidade eletrônica da cela unitária. Fazendo

a transformada inversa pode-se obter a densidade eletrônica, resolvendo assim a estrutura

cristalina (EWALD, 1914; SHELDRICK, 2008).

Figura 7 – Comportamento da largura do perfil cinemático com a espessura do cristal. De acordo com a equação de
Scherrer [equação (2.15)] a largura do perfil cinemático ∆K decresce indefinidamente com o aumento da espessura
do cristal D, no entanto, essa relação só é válida para cristais pequenos. No inserte, o perfil cinemático [equação
(2.14)].

Fonte: Autor.
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Se afastando do ângulo de Bragg ocorre interferência parcialmente construtiva até

totalmente destrutiva. Isso faz com que a reflexão tenha forma bem característica, nomeada de

perfil de difração. O perfil cinemático para uma varredura em ε = θ −θB é

IK ∼
sin2(2πDε cosθB/λ )

(2πε cosθB/λ )2 . (2.14)

A largura à meia altura do perfil cinemático é inversamente proporcional à espessura do cristal,

dada pela equação de Scherrer,

2∆K =
Kλ

DcosθB
, (2.15)

conforme ilustrado na Figura 7. O fator de forma de Scherrer K é igual à 0,89 para cristais

cúbicos (SCHERRER, 1918; STOKES; WILSON, 1942; JAMES, 1962). A equação de Scherrer

é muito usado para estimar o tamanho de nanocristais.

2.6 Teoria dinâmica

A teoria dinâmica de Darwin (DARWIN, 1914a; DARWIN, 1914b) considera os

múltiplos espalhamentos de maneira geométrica, satisfazendo a lei da conservação da energia. A

teoria dinâmica de Laue (LAUE, 1931) resolve as equações de Maxwell em um meio dielétrico

periódico, sendo uma teoria mais geral (EWALD, 1962). Esta seção apresenta essas duas teorias

dinâmicas, enfatizando as expressões da intensidade difratada para o caso Bragg simétrico.

A teoria dinâmica de Darwin considera a difração de raios X por um cristal perfeito,

descrevendo essencialmente o efeito da extinção primária na intensidade difratada, que é a

atenuação dos raios X na condição de Bragg devido aos múltiplos espalhamentos. Pode ser

entendida da seguinte forma, conforme ilustrado na Figura 8. O feixe de raios X incide no cristal

sob um ângulo, tal que satisfaz a lei de Bragg. O feixe é refletido enquanto penetra no cristal,

provocando uma atenuação causada pela perda de energia no espalhamento. O feixe refletido por

um determinado plano faz um ângulo de θB com os planos acima, sendo refletido uma segunda

vez por cada um desses planos, e assim por diante. Em cada reflexão sofrem uma mudança

de fase de π/2. As duplas reflexões somam uma mudança de fase π causando interferência

totalmente destrutiva, atenuando ainda mais os raios X. Quanto maior o cristal, mais numerosas

serão as duplas reflexões e maior será a atenuação causada pela extinção.
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Figura 8 – Representação geométrica da extinção primária. Para um cristal de quatro planos, o plano 1 é responsável
por refletir para o plano 0, causando apenas uma reflexão dupla. O plano 2 reflete para os planos 1 e 0 causando
duas reflexões duplas. O plano 3 reflete para os planos 2, 1 e 0, causando três reflexões duplas.

Fonte: Adaptado de Warren (1990).

Segundo a teoria dinâmica de Darwin, a intensidade difratada por um cristal espesso

para o caso Bragg simétrico é (WARREN, 1990)

Ii
D
I0

=


1, para |ε−∆η | ≤ ∆i

D/2,
(∆i

D/2)2(
|ε−∆η |+

√
(ε−∆η)2− (∆i

D/2)2
)2 , para |ε−∆η |> ∆i

D/2. (2.16)

Onde ∆i
D é a largura intrínseca de extinção ou largura de Darwin,

∆
i
D =

2reλ 2

πVc sin2θB
|FH |, (2.17)

e ∆η é o deslocamento da reflexão causado pela refração,

∆η =
reλ 2

πVc sin2θB
FR

0 . (2.18)

A intensidade difratada da teoria dinâmica de Darwin para cristal espesso tem forma peculiar

de chapéu, largura à máxima altura descrita pela largura de Darwin e um deslocamento com

relação ao ângulo de Bragg causado pela refração, conforme mostrada na Figura 9. A intensidade

integrada é

Ai
D

I0
=

4
3

∆
i
D =

8reλ 2

3πVc sin2θB
|FH |. (2.19)

Na teoria dinâmica de Laue as equações de Maxwell são resolvidas em um meio

dielétrico periódico tridimensional. Uma discussão detalhada é feita em Zachariasen (1945) e
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Figura 9 – Intensidade difratada da teoria dinâmica de Darwin para cristal espesso. A intensidade difratada [equação
(2.16)] tem forma de chapéu com largura na máxima altura de ∆i

D, deslocamento de ∆η e intensidade máxima de 1,
isto é, reflexão total.

Fonte: Autor.

Authier (2001). Segundo a formulação de Zachariasen (1945) e a correção de Wilkins (1978), a

intensidade difratada para o caso Bragg simétrico é

IL

I0
=

|ψH |2(sin2 av+ sinh2 aw)
|q+ z2|+(|q+ z2|+ |z|2)sinh2 aw− (|q+ z2|− |z|2)sin2 av

+Re(−z∗(q+ z2)1/2)sinh2aw+ Im(z∗(q+ z2)1/2)sin2av

, (2.20)

com as abreviações

ψH = −(reλ
2/πVc)FH , (2.21)

ψH̄ = −(reλ
2/πVc)FH̄ , (2.22)

ψ0 = −(reλ
2/πVc)F0, (2.23)

a = πD/sinθBλ , (2.24)

q = −ψHψH̄ , (2.25)

z = ε sin2θB +ψ0, (2.26)

v+ iw =
√

q+ z2. (2.27)

O termo FH̄ , presente na abreviação q, está relacionado aos múltiplos espalhamentos e quantifica

a extinção primária. As partes real e imaginária de F0 quantificam, respectivamente, o desloca-

mento pela refração e a absorção linear. A abreviação z descreve a varredura em torno do ângulo

de Bragg, e carrega os efeitos da refração e absorção linear de F0. As abreviações v e w carregam

q e z. A abreviação a está relacionada à espessura do cristal.
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Um dos grandes sucessos da teoria dinâmica de Laue foi explicar o efeito Borrmann

ou transmissão anômala. O campo de onda de raios X no interior do cristal encontrado ao

resolver as equações da teoria dinâmica de Laue tem duas soluções linearmente independentes. A

primeira solução é a onda de transmissão anômala, na qual a absorção é reduzida, dado que é uma

onda estacionária que se propaga com os nós próximos aos planos atômicos. A segunda solução

tem os antinós próximos aos planos, aumentando a absorção. Para cristais muito espessos a

segunda solução é quase completamente absorvida, restando apenas a primeira solução. Na

face de saída do cristal a onda da primeira solução se divide em dois feixes de intensidades

aproximadamente iguais: um feixe difratado na condição de Laue e outro na direção do feixe

transmitido (EWALD, 1962; DECAMP et al., 2001).

O tratamento dinâmico de Laue mesmo sendo mais completo e sofisticado é menos

aplicado que o tratamento cinemático de Laue que é mais grosseiro, uma vez que é preferível a

teoria mais simples que descreve satisfatoriamente o caso em estudo.
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3 DIFRAÇÃO DE RAIOS X MOLES

Este capítulo apresenta em detalhes o desenvolvimento da teoria semi-cinemática da

difração de raios X moles em cristais. A seção 3.1 apresenta o modelo de cristal superabsorvedor

para o caso Bragg simétrico. As seções 3.2 e 3.3 revisam, respectivamente, o deslocamento na

posição da reflexão causado pela refração e o espalhamento de raios X por um único plano. Na

seção 3.4 é desenvolvida a expressão da intensidade difratada semi-cinemática. A seção 3.5

mostra o caso particular de cristal espesso, onde se destaca a largura intrínseco de absorção. A

seção 3.6 apresenta a transformação da coordenada do espaço real para o espaço recíproco. As

seções 3.7 e 3.8 apresentam, respectivamente, a intensidade integrada e a largura do perfil como

uma função da espessura do cristal. A seção 3.9 trata da profundidade sondada na difração de

raios X moles.

3.1 Cristal superabsorvedor

O cristal superabsorvedor ou fortemente absorvedor é definido como um cristal no

qual a absorção linear é o efeito de atenuação predominante. O que ocorre em dois cenários: 1)

em cristal imperfeito nos quais a atenuação dos raios X é causada unicamente pela absorção

linear; 2) em cristal perfeito nas reflexões que satisfazem a condição F ′′0 � |FH |, ou seja, nas

quais a absorção linear é muito maior que a extinção primária. Na faixa de energia dos raios X

moles os efeitos da absorção linear na difração são realçados. Por esse motivo nomeamos como

difração de raios X moles. O modelo de interação dos raios X com cristal é o semi-cinemático —

uma extensão do modelo da teoria cinemática considerando a refração e absorção linear. Esse

modelo já foi empregado com sucesso na difração de raios X para multicamadas (PIETSCH et

al., 2004).

Consideramos a difração de raios X moles por um cristal de placas planas paralelas

de índice de refração real η , coeficiente de absorção linear µ0 (índice de refração complexo N)

e espessura D no caso Bragg simétrico, conforme ilustrado na Figura 10. O cristal é formado

por M planos atômicos paralelos à superfície, com poder de espalhamento f e separados por

uma distância interplanar d. O experimento é realizado no vácuo, que tem índice de refração

complexo igual à 1. A refração provoca uma mudança na direção e no comprimento de onda,

mudando a fase dos raios X em comparação ao caso sem refração. Como consequência o perfil de

difração é observado na posição θR, diferente da posição de Bragg sem refração. A intensidade
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Figura 10 – Representação geométrica da difração/refração de raios X por um cristal para o caso Bragg simétrico.
O cristal tem índice de refração real η , coeficiente de absorção linear µ0 e espessura D. É formado por M planos
atômicos paralelos à superfície com poder de espalhamento f e separados por uma distância interplanar d. O
comprimento de onda dos raios X incidentes é λ e no interior do cristal é λ ′. O ângulo de reflexão externa é θR e
interno é θ ′R. A Absorção linear ocorre ao longo do caminho ABC. A diferença de fase entre as ondas espalhadas na
superfície e no m-ésimo plano é 2π(ABC/λ ′−DEF/λ ).

Fonte: Autor.

difratada é o resultado da interferência dos raios X espalhados por todos os planos do cristal e

pela atenuação com a penetração causada pela absorção linear.

3.2 Deslocamento pela refração

A refração provoca uma mudança na fase das ondas de raios X em comparação ao

caso sem refração. Como consequência a reflexão é observada em uma posição ligeiramente

diferente da posição prevista pela lei de Bragg sem refração. Esta seção apresenta uma revisão

detalhada das consequências da refração na fase dos raios X espalhados e na posição na qual a

reflexão é observada, seguindo o desenvolvimento de Compton e Allison (1947). Inicialmente,

são obtidos os caminhos percorridos pelos raios X espalhados na superfície do cristal e no

m-ésimo plano. Em seguida, a diferença de fase e a lei de Bragg com refração. Por fim, o

deslocamento da reflexão causado pela refração.

O caminho percorrido no interior do cristal pela onda espalhada no m-ésimo plano é



33

P′m = ABC. Do triângulo retângulo BCE, conforme ilustrado na Figura 10,

P′m = 2dm/sinθ
′
R. (3.1)

Ao longo desse caminho os raios X são absorvidos.

O caminho percorrido no vácuo em comparação com o caminho percorrido no

interior do cristal é Pm = DEF. Do triângulo CEF, conforme ilustrado na Figura 10,

Pm = 2CEcosθR. (3.2)

Do triângulo CEF,

CE = dm/ tanθ
′
R = dmcosθ

′
R/sinθ

′
R. (3.3)

Das duas equações acima,

Pm = 2dmcosθR cosθ
′
R/sinθ

′
R. (3.4)

Para expressar Pm apenas em termos do ângulo de reflexão interno, o ângulo de reflexão externo

foi substituído pelo interno conforme a lei de Snell [equação (2.6)],

Pm = 2ηdmcos2
θ
′
R/sinθ

′
R. (3.5)

A diferença de fase entre os raios X espalhados no plano da superfície (m = 0) e no

m-ésimo plano do cristal é igual à diferença entre os caminhos percorridos multiplicado pelo

respectivo número de onda,

φm = 2π(P′m/λ
′−Pm/λ ). (3.6)

Substituindo P′m [equação (3.1)] e Pm [equação (3.5)],

φm = 2π(2dm/λ
′ sinθ

′
R−2ηdmcos2

θ
′
R/λ sinθ

′
R). (3.7)

Em experimentos, apenas o comprimento de onda incidente é conhecido. Por isso, o comprimento

de onda no interior do cristal foi substituído pelo incidente conforme a lei de Snell [equação

(2.6)],

φm = 2π(2ηdm/λ sinθ
′
R−2ηdmcos2

θ
′
R/λ sinθ

′
R). (3.8)

Resolvendo, resulta na diferença de fase em termos do ângulo de reflexão interno,

φm = 4πηdmsinθ
′
R/λ . (3.9)
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Experimentos de difração de raios X são realizadas medindo o ângulo de espalha-

mento, isto é, o ângulo de reflexão externo. Portanto, é mais conveniente expressar a diferença

de caminho em termos de θR. Para isso, inicialmente, substituindo a identidade trigonométrica

fundamental,

φm = 4πηdm
√

1− cos2 θ ′R/λ . (3.10)

Substituindo o ângulo de reflexão interno pelo externo conforme a lei de Sell [equação (2.6)],

φm = 4πηdm
√

1− cos2 θR/η2/λ . (3.11)

Introduzindo η no radical,

φm = 4πdm
√

η2− cos2 θR/λ . (3.12)

Substituindo η = 1−δ ,

φm = 4πdm
√

1−2δ +δ 2− cos2 θR/λ . (3.13)

Desprezando o termo de segunda ordem δ 2, pois δ é muito pequeno, e resolvendo,

φm = 4πdm
√

sin2
θR−2δ/λ . (3.14)

Extraindo sin2
θR do radical,

φm = 4πdmsinθR

√
1−2δ/sin2

θR/λ . (3.15)

Aproximando o radical pela expansão em série de Taylor até primeira ordem,
√

1−a = 1−a/2

[equação (A.3)] com a = 2δ/sin2
θR, resulta na diferença de fase em termos do ângulo de

reflexão externo,

φm = 4πdmsinθR(1−δ/sin2
θR)/λ . (3.16)

Essa aproximação é válida para θR suficientemente grande, não sendo válida, por exemplo, para

espalhamentos de raios X a baixo ângulo (Small Angle X-ray Scattering: SAXS).

Quando a diferença de fase entre os raios X espalhados por dois planos consecutivos

é um múltiplo inteiro de 2π ocorre interferência totalmente construtiva, e a reflexão pode ser

observada. Para os dois primeiros planos, φm pode ser obtida de maneira simples fazendo m = 1.

Substituindo φm = 2πn na equação (3.16) para m = 1,

2πn = 4πd sinθR(1−δ/sin2
θR)/λ . (3.17)
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Resolvendo para nλ , resulta na lei de Bragg com refração em termos do ângulo de reflexão

externo.

nλ = 2d sinθR(1−δ/sin2
θR). (3.18)

De maneira semelhante, a lei de Bragg com refração pode ser escrita em termos do

ângulo de reflexão interno. Substituindo φm = 2πn na equação (3.9) para m = 1,

2πn = 4πd sinθ
′
R(1−δ )/λ . (3.19)

Resolvendo para nλ ,

nλ = 2d sinθ
′
R(1−δ ). (3.20)

O deslocamento da reflexão causado pela refração com relação ao ângulo de Bragg

sem refração, conforme a Figura 11, é dado por

∆η = θR−θB. (3.21)

O deslocamento ∆η é obtido comparando a lei de Bragg sem refração [equação (2.10)] com a lei

de Bragg com refração em termos do ângulo externo [equação (3.18)],

nλ/2d = sinθB = sinθR(1−δ/sin2
θR). (3.22)

Figura 11 – Representação do deslocamento da reflexão causado pela refração. A reflexão é observada no ângulo de
reflexão externo θR, deslocada ∆η do ângulo de Bragg sem refração θB.

Fonte: Autor.
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Substituindo θR = θB +∆η [equação (3.21)],

sinθB = sin(θB +∆η)−δ/sin(θB +∆η). (3.23)

Do seno da soma para ∆η pequeno, sin(θB +∆η) = sinθB +∆η cosθB,

sinθB = sinθB +∆η cosθB−δ/(sinθB +∆η cosθB). (3.24)

Resolvendo para δ ,

∆η sinθB cosθB−∆η
2 cos2

θB = δ . (3.25)

Usando sin2θB = 2sinθB cosθB, e desprezando o termo de segunda ordem ∆η
2, pois ∆η é muito

pequeno,

∆η = 2δ/sin2θB. (3.26)

Esse resultado foi obtido primeiro por Darwin (1914a). Para ângulo incidente rasante e normal,

∆η é máximo, tendendo ao infinito. Em θB = 45o ∆η é mínimo e igual à 2δ , conforme ilustrado

na Figura 12. Substituindo δ [equação (2.8)] resulta no deslocamento da reflexão em termos da

parte real do fator de estrutura para a reflexão (000),

∆η =
reλ 2

πVc sin2θB
FR

0 . (3.27)

De maneira semelhante, substituindo θB = θR−∆η [equação (3.21)] na equação

(3.22),

sin(θR−∆η) = sinθR−δ/sinθR (3.28)

Do seno da diferença para ∆η pequeno, sin(θB−∆η) = sinθB−∆η cosθB,

sinθR−∆η cosθB = sinθR−δ/sinθR. (3.29)

Resolvendo para ∆η , e usando sin2θR = 2sinθR cosθR.

∆η = 2δ/sin2θR. (3.30)

Comparando as equações (3.26) e (3.30), verifica-se que as expressões para ∆η em termos de θB e

θR (= θB+∆η ) são iguais. Portanto, as funções trigonométricas de θB e θR são aproximadamente

iguais, pois ∆η é muito pequeno.



37

Figura 12 – Comportamento do deslocamento da reflexão causado pela refração com o ângulo de Bragg. Em azul a
diferença entre o ângulo de reflexão externo e o ângulo de Bragg sem refração ∆η , em vermelho a diferença entre o
ângulo de reflexão interno e o ângulo de Bragg sem refração ∆′η , e em cinza a diferença entre o ângulo de reflexão
externo e o ângulo de reflexão interno ∆R. O inserte ilustra cada grandeza.

Fonte: Autor.

Também é obtida a diferença entre o ângulo de reflexão interno e o ângulo de Bragg

sem refração, dado por

∆
′
η = θ

′
R−θB. (3.31)

Comparando a lei de Bragg sem refração [equação (2.10)] com a lei de Bragg com refração em

termos do ângulo de reflexão interno [equação (3.20)],

nλ/2d = sinθB = sinθ
′
R(1−δ ). (3.32)

Substituindo θ ′R = θB +∆′η [equação (3.31)],

sinθB = sin(θR +∆
′
η)(1−δ ). (3.33)

Usando o seno da soma para ∆′η muito pequeno, sin(θB +∆′η) = sinθB +∆′η cosθB,

sinθB = (sinθR +∆
′
η cosθR)(1−δ ). (3.34)

Resolvendo,

∆
′
η cosθB = δ sinθB +δ∆

′
η cosθB. (3.35)



38

Desprezando o termo de segunda ordem δ∆′η , pois δ e ∆′η são muito pequenos,

∆
′
η = δ tanθB. (3.36)

Para ângulo incidente rasante, ∆′η é zero; e para ângulo incidente normal, ∆′η é máximo, tendendo

ao infinito, conforme a Figura 12.

Para verificar a validade da aproximação das funções trigonométricas, ∆′η foi calcu-

lado em termos de θ ′R. Substituindo θB = θ ′R−∆′η [equação (3.31)] na equação (3.32),

sin(θ ′R−∆
′
η) = sinθ

′
R(1−δ ). (3.37)

Usando o seno da diferença para ∆′η muito pequeno, sin(θ ′B−∆′η) = sinθ ′B−∆′η cosθ ′B,

sinθ
′
R−∆

′
η cosθ

′
R = sinθ

′
R−δ sinθ

′
R. (3.38)

Resolvendo para ∆′η ,

∆
′
η = δ tanθ

′
R. (3.39)

Comparando as equações (3.36) e (3.39), verifica-se que as funções trigonométricas para θB e θ ′R

(= θB +∆′η ) também são iguais, pois ∆′η é muito pequeno. Generalizando, a adição ou subtração

de pequenas quantidades como ∆η e ∆′η não altera significativamente as funções trigonométricas.

Por completeza, a diferença entre os ângulos de reflexão interno e externo também é

obtida,

∆R = θR−θ
′
R = ∆η −∆

′
η . (3.40)

Substituindo as equações (3.26) e (3.36),

∆R = 2δ/sin2θB−δ tanθB. (3.41)

Usando sin2θB = 2sinθB cosθB,

∆R = δ/cosθB sinθB−δ sinθB/cosθB. (3.42)

Resolvendo,

∆R = δ/ tanθB. (3.43)

Para ângulo incidente rasante, ∆R é máximo, tendendo ao infinito, e para ângulo incidente normal,

∆R é zero, conforme a Figura 12.
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3.3 Espalhamento por um plano

Esta seção apresenta uma revisão detalhada do espalhamento por um único plano,

conforme apresentado por Warren (1990). Considerando o cristal — anteriormente descrito na

seção 3.1 — com cela unitária de volume Vc, formado por planos paralelos à superfície com

distância interplanar d e fator de estrutura para essa reflexão FH . Para facilitar os cálculos, o

plano atômico e seu ponto central coincidem, respectivamente, com o plano xy e a origem do

sistema de coordenadas. Uma fonte S que emite raios X paralelos de comprimento de onda λ é

posicionada no plano xz sob um ângulo de incidência θB e distante R com relação à origem. Um

detector pontual P é posicionado também no xz sob um ângulo de reflexão θB e distante r com

relação à origem. Os ângulos de incidência e reflexão satisfazem a lei de Bragg sem reflexão.

O feixe de raios X banha todo o plano, cujas dimensões em x e y são muito maiores que λ . O

caminho percorrido pelos raios X espalhados na origem é R+ r, enquanto os raios X espalhados

no ponto (x,y) percorrem um caminho Rx + rxy. Conforme ilustrado na Figura 13.

O poder de espalhamento de um plano é dado pela interferência dos raios X espalha-

Figura 13 – Representação geométrica do espalhamento por um plano atômico. O plano atômico está localizado no
plano xy. Os raios X paralelos da fonte S incidem no plano atômico, são espalhados e observado no ponto P. Os
raios X espalhados na origem, sob um ângulo de incidência e reflexão de θB, percorrem um caminho R+ r. Os raios
X espalhados pelo elemento infinitesimal de volume na posição (x,y) percorrem um caminho Rx + rxy.

Fonte: Adaptado de Warren (1990).
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dos por todo o plano. Ele é obtido somando as contribuições de cada elemento infinitesimal de

volume d f localizado em (x,y), que percorre uma diferença de caminho da fonte S ao detector P

de Pxy com relação aos raios X espalhados na origem. Os raios X são representados como uma

onda plana,

f =
∫ x′

−x′

∫ y′

−y′
exp
(

i
2π

λ
Pxy

)
d f . (3.44)

Para calcular o poder de espalhamento do plano, inicialmente, é calculado o caminho

percorrido pelos raios X espalhados na posição (x,y) do plano atômico. O caminho percorrido

pelos raios X emitidos na fonte S de raios X paralelos até a posição (x,y) do plano atômico

independe de y e varia com xcosθB,

Rx = R+ xcosθB. (3.45)

O caminho percorrido pelos raios X espalhados em (x,y) até o detector pontual P é

igual ào módulo do vetor que indica a posição do detector com relação à posição (x,y). Esse

vetor é

rxy = (r cosθB− x)î+ yĵ+ r sinθBk̂. (3.46)

Fazendo o módulo quadrado,

rxy
2 = (r cosθB− x)2 + y2 +(r sinθB)

2. (3.47)

Resolvendo,

rxy
2 = r2−2rxcosθB + x2 + y2. (3.48)

Evidenciado r2 e radiciando,

rxy = r

√
1− 2xcosθB

r
+

x2

r2 +
y2

r2 . (3.49)

Aproximando o radical pela expansão em série de Taylor até segunda ordem
√

1+a = (1+

a/2−a2/8) [equação (A.3)], com a = (−2xcosθB/r+x2/r2+y2/r2), pois x/r e y/r são muito

pequenos,

rxy = r

[
1+

1
2

(
−2xcosθB

r
+

x2

r2 +
y2

r2

)
− 1

8

(
−2xcosθB

r
+

x2

r2 +
y2

r2

)2
]
. (3.50)
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Resolvendo,

rxy = r
(

1− xcosθB

r
+

x2

2r2 +
y2

2r2 −
x2 cos2 θB

2r2

+
x3 cosθB

2r3 +
xy2 cosθB

2r3 − x4

r4 −
2x2y2

r4 − y4

r4

)
. (3.51)

Desprezando os termos de terceira e quarta ordem em x e y,

rxy = r− xcosθB +
x2 sin2

θB + y2

2r
. (3.52)

Como o interesse é apenas a diferença de caminho entre os raios X espalhados na

posição (x,y) com relação aos raios X espalhados na origem,

Pxy = Rx + rxy− (R+ r). (3.53)

Substituindo Rx e rxy, respectivamente, equações (3.45) e (3.52),

Pxy = R+ xcosθB + r− xcosθB +
x2 sin2

θB + y2

2r
−R− r. (3.54)

Resolvendo,

Pxy =
x2 sin2

θB + y2

2r
. (3.55)

Para uma reflexão com fator de estrutura FH e distância interplanar d, o poder de

espalhamento de um elemento infinitesimal de volume desse plano d dxdy é

d f =
1
r

reFH

Vc
d dx dy. (3.56)

Onde 1/r é o comportamento da amplitude espalhada com a distância ao detector. Da lei de

Bragg sem refração [equação (2.10)],

d f =
1
r

reFH

Vc

λ

2sinθB
dx dy. (3.57)

Substituindo Pxy e d f — respectivamente, equações (3.55) e (3.57) — na expressão

do espalhamento de um plano [equação (3.44)],

f =
∫ x′

−x′

∫ y′

−y′
exp
(

i
2π

λ

x2 sin2
θB + y2

2r

)
1
r

reFH

Vc

λ

2sinθB
dx dy. (3.58)

Evidenciando os termos independentes e separando as integrais,

f =
1
r

reFH

Vc

λ

2sinθB

∫ x′

−x′
exp
(

i
π

λ

x2 sin2
θB

r

)
dx
∫ y′

−y′
exp
(

i
π

λ

y2

r

)
dy. (3.59)
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Substituindo u =
√

2/λ r xsinθB e v =
√

2/λ r y, com du =
√

2/λ r sinθBdx e dv =
√

2/λ r dy,

f =
1
r

reFH

Vc

λ

2sinθB

√
λ r
2

1
sinθB

∫ u′

−u′
exp
(

i
π

2
u2
)

du

√
λ r
2

∫ v′

−v′
exp
(

i
π

2
v2
)

dv. (3.60)

Resolvendo,

f =
reFH

Vc

λ 2

4sin2
θB

∫ u′

−u′
exp
(

i
π

2
u2
)

du
∫ v′

−v′
exp
(

i
π

2
v2
)

dv. (3.61)

Como x′ e y′ são muito grandes, u′ e v′ também são muito grandes. Para u′ e v′ muito grandes,

pode-se usar a integral tabelada
∫

∞

−∞
exp(iπa2/2)da = (1+ i), com a igual à u e v,

f =
reFH

Vc

λ 2

4sin2
θB

(1+ i)(1+ i). (3.62)

Resolvendo,

f =
reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

i. (3.63)

Da formula de Euler eia = (cosa+ isina), com a = π/2,

f =
reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

eiπ/2. (3.64)

O termo eiπ/2 representa uma mudança na fase de π/2 nos raios X espalhados. Esse resultado

foi obtido primeiro por Darwin (1914a).

Na teoria dinâmica de Darwin, a mudança da fase dos raios X espalhados pelos

planos causa a extinção primária. Para reflexões duplas a diferença de fase é π , causando

interferência totalmente destrutiva e atenuando os raios X. No tratamento semi-cinemático, a

extinção primária é desprezada, portanto, por simplicidade, o termo da fase foi desprezado,

restando

f =
reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

. (3.65)

3.4 Intensidade difratada

A teoria semi-cinemática da difração de raios X moles em cristais desenvolvida

neste trabalho é baseada no tratamento semi-cinemático, que consiste do tratamento cinemático

acrescido da refração e da absorção linear. Nesse tratamento as múltiplas reflexões são despreza-

das, consequentemente a expressão da amplitude dos raios X espalhados por cada plano é não

recursivas, semelhante ao tratamento cinemático, o que facilita o desenvolvimento da expressão

da intensidade difratada.
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No tratamento semi-cinemático, a amplitude dos raios X espalhados pelo m-ésimo

plano é representada como uma onda plana complexa atenuada

Em/E0 = f exp(−µ0P′m/2+ i∆φm), (3.66)

A intensidade observada, conforme o tratamento cinemático, é dada pelo módulo quadrado da

soma das amplitudes espalhadas por todos os planos do cristal,

Iµ

I0
=

∣∣∣∣∣M−1

∑
m=0

Em

E0

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣ f M−1

∑
m=0

exp(−µ0P′m/2+ i∆φm)

∣∣∣∣∣
2

. (3.67)

A intensidade difratada é o resultado do espalhamento pelos planos uma única vez, da atenuação

com a penetração causada pela absorção linear e da mudança na fase causada pela refração. Esta

seção apresenta o desenvolvimento passo a passo desta equação.

A absorção linear atenua os raios X de acordo com a lei de Lambert-Beer, já contida

na equação (3.66). O caminho percorrido pelos raios X no cristal [equação (3.1)] depende do

seno do ângulo de reflexão interno e varia de forma desprezível com as variações angulares ∆η e

ε em torno de θB, portanto pode ser aproximado por

P′m = 2dm/sinθB. (3.68)

Quando a lei de Bragg com refração [equação (3.18)] é satisfeita ocorre interferência

totalmente construtiva entre os raios X espalhados pelos planos, e dependendo do módulo

quadrado do fator de estrutura, pode haver reflexão na posição θR. Se há reflexão, ao redor de θR

ocorre interferência parcialmente construtiva, fazendo com que a reflexão tenha forma e largura.

A diferença de fase é descrita fazendo um pequeno desvio de ∆θR ao redor de θR. Diferença

de fase de um múltiplo inteiro de 2π podem ser simplificadas para zero, portanto é interessante

apenas a variação da diferença de fase entre os raios X espalhados por cada plano na posição de

difração. Para isso, φm [equação (3.16)] é derivada com relação à θR,

∆φm = 4πdm∆θR cosθR/λ +4πdm∆θRδ cosθR/λ sin2
θR. (3.69)

Desprezando o termo de segunda ordem ∆θRδ , pois ∆θR e δ são muito pequenos,

∆φm = 4πdm∆θR cosθR/λ . (3.70)

É mais conveniente escrever as equações em função do ângulo de Bragg sem refração, pois é

facilmente obtido do comprimento de onda e da distância interplanar. Resolvendo o sistema com
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a equação (3.21), a varredura em torno do ângulo externo e do ângulo de Bragg sem refração,

∆η = θR−θB, (3.71)

∆θR = θ −θR, (3.72)

ε = θ −θB. (3.73)

Resulta em

∆θR = ε−∆η . (3.74)

Substituindo ∆θR na equação (3.70),

∆φm = 4πdm(ε−∆η)cosθR/λ . (3.75)

Como discutido anteriormente, cosθR pode ser aproximado para cosθB,

∆φm = 4πdm(ε−∆η)cosθB/λ . (3.76)

Substituindo f , P′m e ∆φm, respectivamente as equações (3.65), (3.68) e (3.76), na

amplitude espalhada pelo m-ésimo plano [equação (3.66)],

Em

E0
=

reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

exp
([
− µ0d

sinθB
+

4πid
λ

(ε−∆η)cosθB

]
m
)
. (3.77)

A amplitude difratada é o resultado da interferência dos raios X espalhados por todo o cristal,

obtida da soma das amplitudes espalhadas pelos M planos,

Eµ

E0
=

reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

M−1

∑
m=0

exp
([
− µ0d

sinθB
+

4πid
λ

(ε−∆η)cosθB

]
m
)
. (3.78)

Usando a soma da progressão geométrica finita, ∑
M−1
m=0 eam = (eaM−1)/(ea−1) [equação

(A.11)] com a = (−µ0d/sinθB +4πid(ε−∆η)cosθB/λ ),

Eµ

E0
=

reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

exp([−µ0d/sinθB +4πid(ε−∆η)cosθB/λ ]M)−1
exp(−µ0d/sinθB +4πid(ε−∆η)cosθB/λ )−1

. (3.79)

Para simplificar, a dependência de d é eliminada fazendo dM = D no numerador e usando a lei

de Bragg sem refração [equação (2.10)] no denominador,

Eµ

E0
=

reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

exp(−µ0D/sinθB +4πiD(ε−∆η)cosθB/λ )−1
exp(−µ0λ/2sin2

θB +2πi(ε−∆η)cotθB)−1
. (3.80)
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O argumento da exponencial no denominador é pequeno, portanto pode ser aproximada pela

sua expansão em série de Taylor até primeira ordem, ea = (1+ a) [equação (A.4)] com a =

(−µ0λ/2sin2
θB + i2π(ε−∆η)cotθB),

Eµ

E0
=

reFH

Vc

λ 2

2sin2
θB

exp(−µ0D/sinθB +4πiD(ε−∆η)cosθB/λ )−1
−µ0λ/2sin2

θB +2πi(ε−∆η)cotθB
. (3.81)

Em experimentos mede-se a intensidade difratada, que é proporcional ao módulo

quadrado da amplitude difratada. Fazendo Iµ/I0 = |Eµ/E0|2,

Iµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 4

4sin4
θB

1+ exp(−2µ0D/sinθB)

−2exp(−µ0D/sinθB)cos(4πD(ε−∆η)cosθB/λ )

(µ0λ/2sin2
θB)2 +(2π(ε−∆η)cotθB)2

. (3.82)

Evidenciando (µ0λ/2sin2
θB)

2 para simplificar,

Iµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02

1+ exp(−2µ0D/sinθB)

−2exp(−µ0D/sinθB)cos(4πD(ε−∆η)cosθB/λ )

1+(2π(ε−∆η)sin2θB/µ0λ )2 . (3.83)

Substituindo o µ0 [equação (2.9)] no primeiro termo da equação,

Iµ

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2

1+ exp(−2µ0D/sinθB)

−2exp(−µ0D/sinθB)cos(4πD(ε−∆η)cosθB/λ )

1+(2π(ε−∆η)sin2θB/µ0λ )2 . (3.84)

Esta é a expressão geral da intensidade difratada semi-cinemática que descreve a técnica de

espalhamento ressonante de raios x moles por um cristal de qualquer espessura. A partir da

equação (3.83) são obtidas outras expressões: o caso particular para cristal espesso, a largura

intrínseca de absorção, a largura integral semi-cinemática como função da espessura, entre

outros.

A equação (3.83) ainda pode ser expressa de outra forma, onde a expressão do perfil

é simplificada. Evidenciando exp(−µ0D/sinθB),

Iµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02 exp(−µ0D/sinθB)

exp(µ0D/sinθB)+ exp(−µ0D/sinθB)

−2cos(4πD(ε−∆η)cosθB/λ )

1+(2π(ε−∆η)sin2θB/µ0λ )2 . (3.85)

Usando 2cosha = (ea + e−a) com a = µ0D/sinθB,

Iµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02 2exp(−µ0D/sinθB)

cosh(µ0D/sinθB)

− cos(4πD(ε−∆η)cosθB/λ )

1+(2π(ε−∆η)sin2θB/µ0λ )2 . (3.86)

Substituindo o µ0 [equação (2.9)] no primeiro termo da equação,

Iµ

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2 2exp(−µ0D/sinθB)

cosh(µ0D/sinθB)− cos(4πD(ε−∆η)cosθB/λ )

1+(2π(ε−∆η)sin2θB/µ0λ )2 . (3.87)
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Para o caso particular de zero absorção linear e zero refração na expressão geral da

intensidade difratada semi-cinemática a intensidade difratada cinemática IK é obtida. Fazendo

µ0 = 0 e δ = 0 (∆η = 0) na equação (3.82),

IK

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 4

4sin4
θB

2−2cos(4πDε cosθB/λ )

(2πε cotθB)2 . (3.88)

Usando 2sin2 a = 1− cos2a, com a = 2πDε cosθB/λ ,

IK

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

sin2
θB

sin2(2πDε cosθB/λ )

(2πε cosθB/λ )2 . (3.89)

Está é a expressão da intensidade difratada cinemática considerando uma fonte de raios X

paralelos, detector pontual e cristal de planas paralelas de pequena espessura.

As várias teorias da difração de raios X abrangem muitos casos: cristais perfeitos

ou com defeitos, cristais pequenos, finitos ou espessos, refração, extinção primária ou absorção

linear, entre outros. Teorias que descrevem uma grande quantidade de casos são matematicamente

complexas dificultando sua aplicação, como por exemplo, a teoria dinâmica de Laue. Ao tratar

de casos particulares pode-se usar aproximações para simplificar as expressões, como na teoria

cinemática de Laue e na teoria dinâmica de Darwin, cujas equações da intensidade difratada e da

largura do perfil são simples. Desprezar a extinção primária, simplifica o desenvolvimento da

teoria semi-cinemática da difração de raios X. Ela abrange cristais fortemente absorvedores de

qualquer espessura e cristais pequenos em geral, não abrangendo os casos nos quais a extinção

primária é comparável à absorção linear, ou muito maior, conforme ilustrado na Figura 14.

Figura 14 – Abrangência das teorias da difração de raios X em cristais perfeitos. A teoria cinemática de Laue
abrange cristais pequenos em geral. A teoria dinâmica de Darwin é apenas para cristais espessos com forte extinção
primária. A teoria dinâmica de Darwin-Prins abrange cristais espessos. A teoria semi-cinemática abrange cristais
fortemente absorvedores de qualquer espessura e também cristais pequenos em geral.

Fonte: Autor.



47

3.5 Cristal espesso

Em cristais fortemente absorvedores de grande espessura apenas os raios X espalha-

dos até determinada profundidade contribuem significativamente para a intensidade difratada.

Para raios X moles, que têm pouca penetração, geralmente os cristais são maiores que essa

profundidade (WILKINS et al., 2003; THOMAS et al., 2004; PARTZSCH et al., 2012). Por

esse motivo, experimentos de difração de raios X moles geralmente podem ser descritos pelo

caso particular de cristal espesso. Esta seção apresenta o caso particular de cristal espesso da

teoria semi-cinemática, e compara com a teoria dinâmica de Darwin que descreve os efeitos da

extinção primária.

Cristais espessos são aqueles que tem espessura maior que a profundidade sondada

pelos raios X, discutida na seção 3.9. De modo geral, o caso particular para cristal espesso é

obtido considerando um cristal de espessura infinita. A intensidade difratada semi-cinemática

para cristal espesso é obtida fazendo D→ ∞ na equação (3.83),

Ii
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02
1

1+(2π(ε−∆η)sin2θB/µ0λ )2 . (3.90)

Duas grandezas importantes relacionadas à intensidade difratada são a largura do perfil e a

intensidade integrada, obtidas a seguir.

A largura à meia altura da intensidade difratada semi-cinemática para cristal espesso

é chamada de largura intrínseca de absorção (LIMA et al., 2019). O termo intrínseco se refere a

cristal espesso. É obtida da diferença das duas posições de meia altura ε
±
1/2

, conforme ilustrado

na Figura 15, que por sua vez são obtidas da razão entre a intensidade à meia altura e à máxima

altura. A intensidade máxima está localizada em ε = ∆η [equação (3.90)],

Ii
µ(ε = ∆η)

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02 . (3.91)

Fazendo a razão Ii
µ(ε = ε

±
1/2
)/Ii

µ(ε = ∆η) = 1/2 [equações (3.90) e (3.91)],

Ii
µ(ε = ε

±
1/2
)

Ii
µ(ε = ∆η)

=
1
2
=

1
1+(2π(ε±1/2

−∆η)sin2θB/µ0λ )2 . (3.92)

Resolvendo para ε
±
1/2

,

ε
±
1/2

= ∆η ±µ0λ/2π sin2θB. (3.93)

A largura à meia altura é dada pela diferença entre essas duas posições de meia altura,

∆
i
µ = ε

+
1/2
− ε
−
1/2
. (3.94)
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Figura 15 – Intensidade difratada semi-cinemática intrínseca e largura intrínseca de absorção. A intensidade
difratada tem forma lorentziana com intensidade máxima de |FH |2/4F ′′0

2, deslocada ∆η com relação ao ângulo de
Bragg e largura à meia altura de ∆i

µ , que é a diferença entre as duas posições de meia altura ε
±
1/2

.

Fonte: Autor.

Substituindo ε
+
1/2

e ε
−
1/2

,

∆
i
µ =

µ0λ

π sin2θB
. (3.95)

A largura intrínseca de absorção é proporcional ao coeficiente de absorção linear, fornecendo

uma maneira indireta para realizar uma espectroscopia de absorção de raios X (X-ray Absorption

Spectroscopy: XAS).

Substituindo o coeficiente de absorção linear [equação (2.9)] na equação (3.95),

∆
i
µ =

2reλ 2

πVc sin2θB
F ′′0 . (3.96)

Esta expressão é semelhante à expressão da largura intrínseca de extinção ou largura de Darwin

[equação (2.17): ∆D = (2reλ 2/πVc sin2θB)|FH |] (DARWIN, 1914b), diferindo pela troca do

termo |FH | por F ′′0 . Essa semelhança é justificada, pois F ′′0 quantifica a absorção linear, enquanto

|FH | quantifica a extinção primária. Generalizando, a largura intrínseca é proporcional ao

quantificador da atenuação. Apesar da semelhança dessas duas expressões, a largura intrínseca

de extinção é a largura à meia altura de um perfil lorentziano, enquanto a largura intrínseca de

extinção é a largura à máxima altura de um perfil em forma de chapéu.

A intensidade integrada intrínseca é obtida integrando a intensidade difratada intrín-

seca. Fazendo Ai
µ =

∫+∞

−∞
Ii
µdε na equação (3.90),

Ai
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02

∫ +∞

−∞

1
1+(2π(ε−∆η)sin2θB/µ0λ )2 dε. (3.97)
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Usando a integral tabelada,
∫+∞

−∞
[1/(1+ a2x2)]dx = π/a com x = (ε −∆η), dx = dε e a =

2π sin2θB/µ0λ ,

Ai
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 3

2µ0 sin2θB
. (3.98)

Coincidentemente, a equação (3.98) é igual à expressão da intensidade integrada da teoria

cinemática para um agregado policristalino idealmente imperfeito considerando os efeitos da

absorção linear [equação (2.13)] (COMPTON, 1917; WARREN, 1990), embora os modelos de

cristal e desenvolvimentos sejam bastante diferentes. A diferença entre esses modelos é discutida

na seção 3.7, que trata da intensidade integrada para cristais de qualquer espessura.

Substituindo a largura intrínseca de absorção[equação (3.95)] na equação (3.98),

Ai
µ

I0
=

re
2λ 4|FH |2

2πVc
2∆i

µ sin2 2θB
. (3.99)

Ou ainda, substituindo o coeficiente de absorção [equação (2.9)] na equação (3.98),

Ai
µ

I0
=

reλ 2

4Vc sin2θB

|FH |2

F ′′0
. (3.100)

A intensidade integrada intrínseca é proporcional à razão entre |FH |2 e o quantificador da

absorção linear F ′′0 . Comparando com a intensidade integrada de Darwin [equação (2.19):

Ai
D/I0 = (8reλ 2/3πVc sin2θB)|FH |] (DARWIN, 1914b), que é proporcional a |FH |, ou ainda,

proporcional à razão entre |FH |2 e o quantificador da extinção |FH |. Generalizando, a intensidade

integrada intrínseca é proporcional à razão entre |FH |2 e o quantificador da atenuação.

A intensidade difratada pode ser expressa em termos da largura intrínseca de absorção

ou do quantificador da absorção linear. Substituindo a largura intrínseca de absorção [equação

(3.95)] na (3.90),

Ii
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02
1

1+4(ε−∆η)2/∆i
µ

2 . (3.101)

Substituindo o coeficiente de absorção [equação (2.9)],

Ii
µ

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2

1

1+4(ε−∆η)2/∆i
µ

2 . (3.102)

Nessa expressão fica claro que o perfil tem forma lorentziana com intensidade máxima de

|FH |2/4F ′′0
2, deslocamento com relação ao ângulo de Bragg sem refração de ∆η e largura à meia

altura de ∆i
µ .
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3.6 Espaço recíproco

As análises da técnica espalhamento ressonante de raios X moles geralmente são

realizadas no espaço recíproco (FINK et al., 2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Esta seção

apresenta a transformação de coordenada da intensidade difratada no ângulo de espalhamento θ

para a magnitude do vetor de espalhamento Q.

Primeiramente, a transformação de coordenada é descrita. O módulo do vetor de

espalhamento é dado por Q = 4π sinθ/λ , que na posição de Bragg é

QB = 4π sinθB/λ = 2π/d. (3.103)

As quantidades ε e ∆η são pequenas variações em torno de θB e podem ser relacionadas à

pequenas variações em torno de QB. Um pequeno desvio no ângulo de espalhamento de ε resulta

num pequeno desvio na magnitude do vetor de espalhamento representado por s,

QB + s = 4π sin(θB + ε)/λ . (3.104)

Do seno da soma para ε pequeno, sin(θB + ε) = sinθB + ε cosθB,

QB + s = 4π sinθB/λ +4πε cosθB/λ . (3.105)

Resultando em

s = 4πε cosθB/λ . (3.106)

Da mesma maneira o deslocamento da reflexão causado pela refração no espaço recíproco sη ,

sη = 4π∆η cosθB/λ . (3.107)

A quantidade sη pode ser expressa em termos do incremento no índice de refração δ

substituindo o deslocamento da reflexão causado pela refração ∆η [equação (3.26)],

sη = 8πδ cosθB/sin2θBλ . (3.108)

Usando sin2θB = 2sinθB cosθB,

sη = 4πδ/λ sinθB. (3.109)

Escrevendo em termos do módulo do vetor de espalhamento na posição de Bragg [equação

(3.103)],

sη = 16π
2
δ/λ

2QB. (3.110)
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A profundidade de absorção ξµ é uma grandeza importante para a transformação de

coordenada. É definida como a profundidade do cristal na qual os raios X espalhados emergem

com 1/e (aproximadamente 36,8%) da sua intensidade incidente. Pode ser obtida facilmente

da lei de Lambert-Beer [equação (2.5): IP/I0 = e−µ0P′]. Conforme ilustrado na Figura 16, o

caminho percorrido no cristal pelos raios X espalhados na profundidade de absorção é P′ = ABC,

do triângulo retângulo BCD,

P′ = 2ξµ/sinθB. (3.111)

Da lei de Lambert-Beer para IP/I0 = 1/e,

1/e = exp(−2ξµ µ0/sinθB). (3.112)

Resolvendo,

ξµ =
sinθB

2µ0
. (3.113)

Substituindo o coeficiente de absorção linear [equação (2.9)],

ξµ =
Vc sinθB

4reλF ′′0
. (3.114)

Figura 16 – Representação geométrica da profundidade de absorção. A profundidade de absorção ξµ é a profundi-
dade na qual os raios X espalhados emergem com 1/e (≈ 0,368) da intensidade incidente. O caminho percorrido
no cristal pelos raios X espalhados a uma profundidade ξµ é igual à ABC.

Fonte: Autor.
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Reescrevendo a equação (3.113) em termos do módulo do vetor de espalhamento na posição de

Bragg QB [equação (3.103)],

ξµ =
QBλ

8πµ0
. (3.115)

Sabendo que µ0 ∼ 1/E3 e da relação de Planck–Einstein λ ∼ 1/E, a profundidade de absorção

para determinada reflexão é proporcional ao quadrado da energia dos fótons de raios X [ξµ ∼ E2].

Com as equações da transformação de coordenada [equações (3.103), (3.106) e

(3.107)] e a profundidade de absorção [equação (3.113)] as expressões da intensidade difratada

obtidas anteriormente podem ser reescritas no espaço recíproco. Fazendo a transformação de

coordenada na intensidade difratada semi-cinemática [equação (3.83)],

Iµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2

1+ e−D/ξµ −2e−D/2ξµ cos((s− sη)D)

1+4(s− sη)2ξµ
2 . (3.116)

Na forma alternativa [equação (3.86)],

Iµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

128π2ξµ
2

QB
2 e−D/2ξµ

cosh(D/2ξµ)− cos((s− sη)D)

1+4(s− sη)2ξµ
2 . (3.117)

Em ternos de F ′′0 [equação (3.84)],

Iµ

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2

1+ e−D/ξµ −2e−D/2ξµ cos((s− sη)D)

1+4(s− sη)2ξµ
2 . (3.118)

A intensidade difratada intrínseca é obtida fazendo D→ ∞ na equação (3.116) ou

aplicando a transformação de coordenada na equação (3.90),

Ii
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2

1

1+4(s− sη)2ξµ
2 . (3.119)

Ou na equação (3.102)

Ii
µ

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2

1

1+4(s− sη)2ξµ
2 . (3.120)

Comparando com a expressão da intensidade difratada intrínseca em θ [equação (3.101)] percebe-

se que a largura intrínseca de absorção na coordenada da magnitude do vetor de espalhamento é

o inverso da profundidade de absorção,

∆
i
µ = 1/ξµ . (3.121)

A expressão do perfil intrínseco de absorção em Q [equação (3.121)] é semelhante à lorentziana

de Ornstein–Zernike (ORNSTEIN; ZERNIKE, 1914).
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Fazendo o caso particular de zero absorção linear e zero refração, é obtido a intensi-

dade difratada cinemática IK . Para facilitar os cálculos, a equação (3.116) é reagrupada,

Iµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2

QB
2

1+ e−D/ξµ −2e−D/2ξµ cos((s− sη)D)

1/ξµ
2 +4(s− sη)2

. (3.122)

Fazendo µ0 = 0 (ξµ → ∞) e sη = 0,

IK

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2

QB
2

2−2cos(sD)

4s2 . (3.123)

Usando 2sin2(a/2) = (1− cosa) com a = sD,

IK

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2

QB
2

sin2(sD/2)
s2 . (3.124)

Para facilita a visualização, as expressões da intensidade difratada semi-cinemática,

semi-cinemática intrínseca e cinemática são simplificadas usando algumas abreviações. A

espessura do cristal é abreviada por um múltiplo da profundidade de absorção n = D/ξµ . A

varredura angular e o deslocamento causado pela refração são abreviados por um múltiplo

da largura intrínseca de absorção x = (s− sη)ξµ . Substituindo a profundidade de absorção

na intensidade máxima semi-cinemática |FH |2/4F ′′0
2 = (8πre|FH |ξµ/VcQB)

2. Substituindo nas

equações (3.116), (3.119) e (3.124),

Iµ

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2

1+ e−n−2e−n/2 cos(nx)
1+4x2 , (3.125)

Ii
µ

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2

1
1+4x2 , (3.126)

IK

I0
=
|FH |2

4F ′′0
2

sin2(nx/2)
x2 . (3.127)

Na abreviação da intensidade difratada cinemática o deslocamento causado pela refração é

considerado. Na coordenada x, a intensidade difratada semi-cinemática intrínseca [equação

(3.126)] é uma lorentziana com largura à meia altura igual à 1 e intensidade máxima igual

à |FH |2/4F ′′0
2. A Figura 17 mostra a comparação entre as intensidades difratadas IK , Iµ e Ii

µ

para cristais de diferentes espessuras. Para cristais pequenos a intensidade semi-cinemática é

semelhante à intensidade cinemática, mas ligeiramente menor. Com o aumento da espessura, as

franjas de interferência amenizam até saturar na intensidade difratada semi-cinemática intrínseca.
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Figura 17 – Intensidade difratada semi-cinemática para cristais de várias espessuras. a) Comparação entre a
intensidade semi-cinemática Iµ [equação (3.125)] e a intensidade cinemática IK [equação (3.127)] para n iguais
à 0,5, 1 e 2 (n = D/ξµ ). Com o crescimento de n as intensidades Iµ e IK se diferem. b) Comparação entre a
intensidade semi-cinemática Iµ e a intensidade semi-cinemática intrínseca Ii

µ [equação (3.126)] para n iguais à 3, 5,
10 e 15. Com o crescimento de n as intensidades Iµ e Ii

µ se aproximam. Para n iguais à 10 e 15 é mostrada (Ii
µ − Iµ).

Fonte: Autor.

3.7 Intensidade integrada

A intensidade integrada é uma maneira prática de estudar o comportamento das

reflexões. Para raios X duros, é usada na resolução e refinamento de estruturas (RIETVELD,

1969; SHELDRICK, 2008). Para raios X moles, em particular na técnica RSXS, a intensidade

integrada é usada no estudo das modulações de spin, carga e orbital (FINK et al., 2013; COMIN;
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DAMASCELLI, 2016), como detalhado no capítulo 5. Esta seção apresenta a intensidade

integrada semi-cinemática como uma função da espessura do cristal.

A intensidade integrada é obtida integrando a intensidade difratada em toda a reflexão.

Fazendo Aµ =
∫+∞

−∞
Iµds na equação (3.116),

Aµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2

∫ +∞

−∞

1+ e−D/ξµ −2e−D/2ξµ cos((s− sη)D)

1+4(s− sη)2ξµ
2 ds. (3.128)

Evidenciando os termos independentes e separando as integrais,

Aµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2

[
(1+ e−D/ξµ )

∫ +∞

−∞

1

1+4(s− sη)2ξµ
2 ds (3.129)

−2e−D/2ξµ

∫ +∞

−∞

cos((s− sη)D)

1+4(s− sη)2ξµ
2 ds
]
. (3.130)

Fazendo 2ξµ/D = a, (s− sη)D = x e Dds = dx nas integrais,

Aµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2

[
(1+ e−D/ξµ )

D

∫ +∞

−∞

1
1+a2x2 dx (3.131)

−2e−D/2ξµ

D

∫ +∞

−∞

cosx
1+a2x2 dx

]
. (3.132)

Usando as integrais tabeladas
∫+∞

−∞
[1/(1+a2x2)]dx = π/a e

∫+∞

−∞
[cosx/(1+a2x2)]dx = π/e1/aa,

Aµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2

[
(1+ e−D/ξµ )

D
π

a
− 2e−D/2ξµ

D
πe−1/a

a

]
. (3.133)

Substituindo a = 2ξµ/D,

Aµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2

[
(1+ e−D/ξµ )

D
πD
2ξµ

− 2e−D/2ξµ

D
πDe−D/2ξµ

2ξµ

]
. (3.134)

Resolvendo, a intensidade integrada semi-cinemática como uma função da espessura do cristal é

obtida,

Aµ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

32π3ξµ

QB
2 (1− e−D/ξµ ). (3.135)

Note que a intensidade integrada semi-cinemática é proporcional a |FH |2 para qual-

quer espessura. A equação (3.135) é igual à expressão da intensidade integrada da teoria

cinemática para um agregado policristalino idealmente imperfeito considerando os efeitos da

absorção linear (AUTHIER, 2001), conforme também ocorreu para cristal espesso [equação

(3.98)]. O desenvolvimento da expressão para policristais consiste na soma das intensidades

difratadas em diferentes profundidades considerando a atenuação pela absorção linear, portanto
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a interferência não é considerada. Em contrapartida, neste trabalho a soma é realizada nas

amplitudes. Apesar dessa diferença significativa os resultados coincidem.

Para o caso particular de cristal espesso, a intensidade integrada semi-cinemática

intrínseca Ai
µ é obtida. Fazendo D→ ∞,

Ai
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

32π3ξµ

QB
2 . (3.136)

Ou em termos da largura intrínseca de absorção [equação (3.121)],

Ai
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

32π3

QB
2
∆i

µ

. (3.137)

Reescrevendo a intensidade integrada semi-cinemática [equação (3.135)] em termos da intensi-

dade integrada intrínseca,

Aµ = Ai
µ(1− e−D/ξµ ). (3.138)

A intensidade integrada semi-cinemática cresce com o aumento da espessura do cristal até atingir

seu valor intrínseco para cristal espesso, conforme mostrado na Figura 18.

Figura 18 – Comportamento da intensidade integrada semi-cinemática com a espessura do cristal. A intensidade
integrada semi-cinemática Aµ [equação (3.138)] cresce com o aumento da espessura até saturar na intensidade
integrada intrínseca Ai

µ [equação (3.136)]. Enquanto que, a intensidade integrada cinemática AK [equação (3.140)]
cresce linearmente com a espessura.

Fonte: Autor.
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Para o caso particular de zero absorção, a intensidade integrada cinemática AK é

obtida. Para µ0→ 0 (ξµ → ∞) a razão D/ξµ é muito pequena, portanto a exponencial natural da

equação (3.138) pode ser aproximada para sua expansão em série de Taylor até primeira ordem

ea = 1+a [equação (A.4)], com a =−D/ξµ ,

AK = Ai
µ(1−1+D/ξµ). (3.139)

Resolvendo,

AK = Ai
µ

D
ξµ

. (3.140)

Substituindo Ai
µ [equação (3.136)],

AK

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

32π3D
QB

2 . (3.141)

A intensidade integrada cinemática cresce linearmente com a espessura do cristal, conforme

ilustrado na Figura 18.

A intensidade integrada semi-cinemática inversa também é obtida, ela descreve a

espessura do cristal como uma função da intensidade integrada. A função inversa é obtida

resolvendo a equação (3.138) para D,

D =−ξµ ln(1−Aµ/Ai
µ). (3.142)

O domínio da intensidade integrada semi-cinemática inversa vai até Ai
µ , limite no qual a espessura

tende ao infinito, conforme ilustrado na Figura 19. O domínio da intensidade integrada semi-

cinemática inversa vai até Ai
µ , limite no qual a espessura tende ao infinito, conforme ilustrado na

Figura 19.

Para o caso particular de zero absorção a intensidade integrada cinemática AK é

obtida. Para µ0→ 0 (Ai
µ → ∞) a razão Aµ/Ai

µ é muito pequena, portanto o logaritmo natural

na equação (3.142) pode ser aproximado para sua expansão em série de Taylor até primeira

ordem ln(1+a) = a [equação (A.5)], com a =−Aµ/Ai
µ . Como este é o regime cinemático, Aµ

é substituído por AK ,

D = ξµ

AK

Ai
µ

. (3.143)

Como esperado, essa é a inversa da equação (3.140).



58

Figura 19 – Comportamento da espessura do cristal com a intensidade integrada semi-cinemática. Como esperado,
este é o inverso do gráfico da Figura 18. Na teoria semi-cinemática, a espessura do cristal [equação (3.142)] cresce
com a intensidade integrada, com limite na intensidade integrada intrínseca onde a espessura tende ao infinito.
Enquanto na teoria cinemática, a espessura cresce linearmente com a intensidade integrada [equação (3.143)].

Fonte: Autor.

3.8 Largura do perfil

A largura do perfil reflete características do cristal. Para cristais pequenos, a largura

é inversamente proporcional à espessura, como descrito pela equação de Scherrer (SCHERRER,

1918). Para cristais perfeitos e espessos, a largura é proporcional ao quantificador da extinção

primária, como descrito pela largura de Darwin (DARWIN, 1914b). Para cristais imperfeitos

e espessos, a largura é proporcional ao coeficiente de absorção linear, nomeada de largura

intrínseca de absorção (SÈVE et al., 1998; LIMA et al., 2019). Esta seção apresenta a largura

integral semi-cinemática como uma função da espessura do cristal, da qual a equação de Scherrer

é um caso particular para µ0 = 0 e a largura intrínseca de absorção é um caso particular para

D→ ∞.

A largura integral semi-cinemática é definida como a razão entre a intensidade

integrada e a intensidade difratada máxima. A intensidade difratada pode ser representada como

um retângulo de altura igual à intensidade máxima e largura igual à largura integral, portanto a

área é igual à intensidade integrada, conforme ilustrado na Figura 20. A intensidade difratada
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Figura 20 – Representação da largura integral semi-cinemática. A largura integral semi-cinemática βµ é a razão
entre a intensidade integrada e a intensidade difratada máxima. A intensidade difratada pode ser representada por
um retângulo de altura igual à intensidade máxima e largura igual à largura integral.

Fonte: Autor.

máxima está localizada em sη . Fazendo s = sη na equação (3.116),

Imax
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2 (1+ e−D/ξµ −2e−D/2ξµ ). (3.144)

Rearranjando,

Imax
µ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

64π2ξµ
2

QB
2 (1− e−D/2ξµ )2. (3.145)

Fazendo βµ = Aµ/Imax
µ , respectivamente equações (3.135) e (3.145),

βµ =
Aµ

Imax
µ

=
π

2ξµ

1− e−D/ξµ

(1− e−D/2ξµ )2
. (3.146)

Resolvendo,

βµ =
π

2ξµ

1+ e−D/2ξµ

1− e−D/2ξµ

. (3.147)

Usando coth(a/2) = (1+ e−a)/(1− e−a),

βµ =
π

2ξµ

coth(D/4ξµ). (3.148)

Essa expressão pode ser entendida como uma generalização da equação de Scherrer considerando

os efeitos da absorção linear.
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Figura 21 – Comportamento da largura integral semi-cinemática com a espessura do cristal. A largura integral
semi-cinemática βµ [equação (3.151)] decresce com o aumento da espessura do cristal até saturar na largura integral
semi-cinemática intrínseca β i

µ [equação (3.149)]. Enquanto a largura integral cinemática βK , dada pela equação
de Scherrer [equação (3.152)], decresce continuamente com a espessura. Para cristais pequenos a largura integral
semi-cinemática coincide com a equação de Scherrer.

Fonte: Autor.

Para o caso particular de cristal espesso a largura integral semi-cinemática intrínseca

β i
µ é obtida. Fazendo D→ ∞ na equação (3.148), a cotangente hiperbólica é igual à 1,

β
i
µ =

π

2ξµ

. (3.149)

Ou em termos de ∆i
µ [equação (3.121)],

β
i
µ =

π∆i
µ

2
. (3.150)

Como esperado, esta é a relação entre a largura à meia altura e a largura integral de um perfil

lorentziano. Reescrevendo a largura integral semi-cinemática [equação (3.148)] em termos da

largura integral semi-cinemática intrínseca [equação (3.149)],

βµ = β
i
µ coth(D/4ξµ). (3.151)

A largura integral semi-cinemática decresce com o aumento da espessura do cristal até saturar

no seu valor intrínseco para cristal espesso, conforme mostrado na Figura 21.

Para o caso particular de zero absorção, a largura integral cinemática βK é obtida.

Para µ0→ 0 (ξµ →∞) a razão D/4ξµ é muito pequena, portanto a função cotangente hiperbólica
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na equação (3.151) pode ser aproximada para sua expansão em série de Laurent até o primeiro

termo, cotha = 1/a [equação (A.8)] com a = D/4ξµ ,

βK = β
i
µ

4ξµ

D
. (3.152)

Substituindo a largura integral semi-cinemática intrínseca [equação (3.149)],

βK =
2π

D
. (3.153)

Esta é a equação de Scherrer no espaço recíproco com o fator de forma de Scherrer igual à 1,

valor quando a largura integral é usada (SCHERRER, 1918; STOKES; WILSON, 1942). A

largura integral cinemática decresce continuamente com a espessura, conforme ilustrado na

Figura 21.

A largura integral semi-cinemática inversa descreve a espessura do cristal como uma

função da largura integral. A função inversa é obtida resolvendo a equação (3.151) para D,

D = 4ξµ coth−1(βµ/β
i
µ). (3.154)

Escrevendo em termos de β i
µ [equação (3.149)],

D =
2π

β i
µ

coth−1(βµ/β
i
µ). (3.155)

Reescrevendo de uma forma alternativa, usando 2coth−1 a= ln((a+1)/(a−1)) com a= βµ/β i
µ ,

D =
π

β i
µ

ln

(
βµ/β i

µ +1

βµ/β i
µ −1

)
. (3.156)

O domínio da largura integral semi-cinemática inversa começa em β i
µ , limite no qual a espessura

tende ao infinito, conforme ilustrado na Figura 22.

Para o caso particular de zero absorção, a largura integral cinemática é obtida. Para

µ0→ 0 (β i
µ → 0) a razão βµ/β i

µ é muito grande, portanto a função arco-cotangente hiperbólica

da equação (3.154) pode ser aproximada para sua expansão em série de Laurent até o primeiro

termo, coth−1 a = 1/a [equação (A.9)] com a = βµ/β i
µ . Como este é o regime cinemático, βµ

foi substituído por βK ,

D = ξµ

4β i
µ

βK
. (3.157)

Substituindo a largura integral semi-cinemática intrínseca [equação (3.149)],

D =
2π

βK
. (3.158)
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Figura 22 – Comportamento da espessura do cristal com a largura integral semi-cinemática. Como esperado este é o
inverso do gráfico da Figura 21. Na teoria semi-cinemática, partindo da largura integral intrínseca, com o crescimento
da largura integral a espessura do cristal decresce [equação (3.154)]. Enquanto na teoria semi-cinemática, segundo
a equação de Scherrer [equação (3.157)], a espessura decresce continuamente com o aumento da largura integral.

Fonte: Autor.

Como esperado essa é equação de Scherrer, inversa em D da equação (3.153). Na equação de

Scherrer, a espessura do cristal decresce com o aumento da largura integral, conforme ilustrado

na Figura 22.

Geralmente a equação de Scherrer é usada no espaço real,

DK =
λ

2βK cosθB
. (3.159)

O fator de forma é igual à 1 quando a largura integral é usada (SCHERRER, 1918; STOKES;

WILSON, 1942). O sub-inscrito K foi inserido para destacar que a espessura do cristal foi

calculada pela equação de Scherrer. O cálculo da espessura de cristais fortemente absorvedores

usando a equação de Scherrer ocasiona um erro por não considerar os efeitos da absorção linear.

A espessura de cristais fortemente absorvedores deve ser calculada usando a expressão da largura

integral semi-cinemática inversa [equação (3.154)]. Dessa equação pode-se obter um fator de

correção para a espessura calculada pela equação de Scherrer.

A largura integral semi-cinemática inversa [equação (3.154)] é reescrita em θ , pois

a equação de Scherrer geralmente é usada nesta coordenada. Substituindo a profundidade de
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absorção [equação (3.113)] e a largura integral intrínseca [equações (3.150) e (3.95)],

D =
2sinθB

µ0
coth−1 (2βµ sin2θB/µ0λ ). (3.160)

Substituindo a equação de Scherrer [equação (3.159)],

D = DK
2βµ cosθB

λ

2sinθB

µ0
coth−1 (2βµ sin2θB/µ0λ ). (3.161)

Usando sin2θB = 2sinθB cosθB e resolvendo,

D = DK
2βµ sin2θB

µ0λ
coth−1 (2βµ sin2θB/µ0λ ). (3.162)

O coeficiente de correção para absorção linear para a espessura do cristal calculada pela equação

de Scherrer é (2βµ sin2θB/µ0λ )coth−1 (2βµ sin2θB/µ0λ ).

A correção para a largura integral é obtida usando a expressão da largura integral

semi-cinemática. Resolvendo a equação 3.160 para βµ ,

βµ =
µ0λ

2sin2θB
coth(µ0D/2sinθB). (3.163)

Substituindo a equação de Scherrer [equação (3.159)],

βµ = βK
Dcos2θB

λ

µ0λ

2sin2θB
coth(µ0D/2sinθB). (3.164)

Usando sin2θB = 2sinθB cosθB e resolvendo,

βµ = βK
µ0D

2sinθB
coth(µ0D/2sinθB). (3.165)

Para a largura integral, o coeficiente de correção é (µ0D/2sinθB)coth(µ0D/2sinθB).

Não foi possível obter analiticamente a largura à meia altura da intensidade difratada

semi-cinemática ∆µ como uma função da espessura do cristal, no entanto, foi obtido a expressão

para a largura integral. O comportamento de ∆µ foi calculado computacionalmente usando uma

rotina escrita em C++. Nessa rotina, a largura à meia altura é calculada a partir da equação

(3.125), em termos da largura intrínseca de absorção ∆i
µ como uma função de D/ξµ , obtendo

assim o comportamental geral. A Figura 23 mostra esse comportamento em comparação com

a largura integral semi-cinemática [equação (3.151)]. A largura à meia altura decresce com o

aumento da espessura do cristal, até saturar no valor intrínseco. A análise computacional reafirma

a razão entre a largura integral semi-cinemática intrínseca e a largura intrínseca de absorção

como sendo π/2 [equação (3.150)]. A razão βµ/∆µ revela diferenças nos comportamentos

dessas duas larguras, e é discutida na próxima seção.
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Figura 23 – Comportamento da largura à meia altura semi-cinemática com a espessura do cristal. A largura à meia
altura ∆µ foi calculada computacionalmente a partir da equação (3.125). A largura à meia altura decresce com o
aumento da espessura do cristal, até saturar na largura intrínseca de absorção ∆i

µ , mesmo comportamento da largura
integral semi-cinemática.

Fonte: Autor.

3.9 Profundidade sondada

Em cristais espessos, somente o volume próximo à face de incidência dos raios X

contribui significativamente com a intensidade medida. Para raios X moles, que tem pouca

penetração, essa profundidade sondada é muito pequena. Acredita-se que a RSXS sonda apenas

até o comprimento de correlação (WILKINS et al., 2003; THOMAS et al., 2004; PARTZSCH

et al., 2012), no entanto, há divergências quanto a sua definição, uma dessas definições é

igual à profundidade de absorção (THOMAS et al., 2004). Esta seção estima a profundidade

de sondagem usando a intensidade integrada e a largura do perfil. Para essa estimativa, a

profundidade de sondagem é definida como a mínima espessura do cristal na qual o perfil

intrínseco de absorção é observado.

Inicialmente, a profundidade de sondagem é estimada analisando a correspondên-

cia entre a intensidade integrada e a largura integral nas formulações semi-cinemática, semi-

cinemática intrínseca e cinemática como função da espessura do cristal. A razão entre a intensi-
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dade integrada semi-cinemática e seu valor intrínseco é dada pela equação (3.138),

Aµ

Ai
µ

= 1− e−D/ξµ . (3.166)

A razão entre a intensidade integrada semi-cinemática e cinemática é obtida da razão entre as

equações (3.138) e (3.140),

Aµ

AK
=

1− e−D/ξµ

D/ξµ

. (3.167)

A razão entre a largura integral semi-cinemática intrínseca e seu valor em função da espessura

do cristal é dada pela equação (3.151),

β i
µ

βµ

=
1

coth(D/4ξµ)
. (3.168)

Figura 24 – Razão entre as intensidades integradas e as larguras integrais com a espessura do cristal. a) Razão
entre a intensidade integrada semi-cinemática e seu valor intrínseco Aµ/Ai

µ [equação (3.166)] e entre a largura
integral semi-cinemática intrínseca e seus valores em função da espessura β i

µ/βµ [equação (3.168)]. b) Razão entre
a intensidade integrada semi-cinemática e cinemática Aµ/AK [equação (3.167)] e entre a largura integral cinemática
e semi-cinemática βK/βµ [equação (3.169)].

Fonte: Autor.
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A razão entre a largura integral cinemática e semi-cinemática é obtida da razão entre as equações

(3.152) e (3.151),

βK

βµ

=
1

(D/4ξµ)coth(D/4ξµ)
. (3.169)

A intensidade integrada semi-cinemática e a largura integral semi-cinemática con-

vergem suavemente aos valores intrínsecos. Não sendo possível definir uma profundidade de

sondagem exata, pois depende do valor da correspondência entre a intensidade integrada ou a

largura integral e seus valores intrínsecos. Quando comparado com o comportamento da largura

integral, a intensidade integrada diverge mais rapidamente dos valores cinemáticos e converge

mais rápido ao seu valor intrínseco, como mostrado na Figura 24. Observando o comportamento

da intensidade integrada, a profundidade de sondagem é estimada próximo de 5ξµ , e quando

observado o comportamento da largura integral é estimada próximo de 10ξµ .

Alguns valores da razão da Figura 24 em função da espessura do cristal são mostrados

na Tabela 1. Para cristal de espessura igual à profundidade de absorção, a intensidade integrada

semi-cinemática é apenas 63% da intensidade integrada intrínseca, e a largura integral semi-

cinemática ainda é 4 vezes maior que a largura integral semi-cinemática intrínseca, concordância

de 25%. Ainda em D = ξµ , a intensidade integrada semi-cinemática é 63% da intensidade

Tabela 1 – Razão entre as intensidades integradas e as larguras integrais com a espessura do cristal. Os valores
foram calculados com as equações (3.167), (3.169), (3.166) e (3.168), respectivamente.

D em unidade de ξµ

Razão(D)
Aµ/AK(D) βK/βµ(D) Aµ/Ai

µ(D) β i
µ/βµ(D)

1,0 0,63 0,98 0,63 0,25
5,0 0,20 0,68 0,99 0,85
9,0 0,11 0,44 1,0 0,98
12 0,083 0,33 1,0 1,0

Fonte: Autor.

Tabela 2 – Valores da espessura do cristal para razão entre as intensidades integradas e as larguras integrais.
D(Aµ/AK) e D(βK/βµ) foram calculadas numericamente da Figura 24, pois as equações (3.167) e (3.169) não
possuem inversa. D(Aµ/Ai

µ) e D(β i
µ/βµ) foram calculados das equações (3.142) e (3.155), respectivamente.

Razão
D(Razão) em quantidade de ξµ

D(Aµ/AK) D(βK/βµ) D(Aµ/Ai
µ) D(β i

µ/βµ)

0,99 0,019 0,70 4,6 10,6
0,98 0,040 0,99 3,9 9,2
0,95 0,10 1,6 3,0 7,3
0,90 0,20 2,3 2,3 5,9

Fonte: Autor.
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integrada cinemática, e a largura integral semi-cinemática tem uma concordância de 98% com a

largura integral cinemática. Para D = 5ξµ a razão Aµ/Ai
µ é 0,99, enquanto que para β i

µ/βµ é de

apenas 0,85. A correspondência de aproximadamente 100% só é obtida próximo de 9ξµ para

Aµ/Ai
µ e de 12ξµ para β i

µ/βµ .

Alguns valores da espessura do cristal em função da razão são mostrados na Tabela 2.

A concordância da teoria semi-cinemática com a cinemática ocorre apenas em cristais pequenos.

Uma razão de 0,90 é obtida em 0,20ξµ para Aµ/AK e em 2,3ξµ para βK/βµ , enquanto uma

razão de 0,99 é obtida apenas em 0,019ξµ e 0,70ξµ , respectivamente. A convergência da teoria

semi-cinemática para seu valor intrínseco ocorre próximo de 10ξµ . A concordância de 98,0%

entre a intensidade integrada semi-cinemática e seu valor intrínseco ocorre em 3,9ξµ , e entre

a largura integral semi-cinemática e seu valor intrínseco ocorre em 9,2ξµ . A concordância de

99,0% dessas grandezas ocorre em 4,6ξµ e 10,6ξµ , respectivamente.

O perfil semi-cinemático progride suavemente do perfil cinemático em cristais

pequenos para o perfil intrínseco de absorção em cristais espessos. O perfil intrínseco de absorção

tem forma lorentziana, enquanto o perfil da teoria cinemática é frequentemente aproximado

por uma gaussiana (AZAROFF, 1968). A razão entre a largura integral e a largura à meia

Figura 25 – Comportamento da razão entre a largura integral e a largura à meia altura semi-cinemática. A razão
βµ/∆µ para um perfil lorentziano π/2≈ 1,57, gaussiano 1,06 e cinemático 1,13 são destacadas. O inserte destaca o
comportamento de βµ/∆µ próximo ao perfil lorentziano.

Fonte: Autor.
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altura de um perfil lorentziano é π/2 ≈ 1,57, de um perfil gaussiano é
√

π/ ln2/2 ≈ 1,06, e

do perfil cinemático é aproximadamente 1,13. Sabendo disso, o comportamento do perfil semi-

cinemático com a espessura do cristal pode ser analisado observando o comportamento da razão

entre a largura integral semi-cinemática [equação (3.151)] e a largura à meia altura calculada

computacionalmente [Figura 23], conforme ilustrado na Figura 25. Para cristal pequeno βµ/∆µ

é 1,13, valor característico do perfil cinemático. Com o aumento da espessura do cristal, βµ/∆µ

se aproxima do valor característico do perfil lorentziano, cruzando-o em aproximadamente 9,2ξµ .

Em aproximadamente 10,9ξµ ocorre um máximo de βµ/∆µ com valor 1,58, muito próximo ao

perfil lorentziano, como destacado no inserte da Figura 25. Continuando com o aumento da

espessura cristal, βµ/∆µ se aproxima novamente do valor característico do perfil lorentziana,

atingindo-o em aproximadamente 15,0ξµ .

A profundidade sondada não tem um valor exato, no qual a intensidade difratada

converge rapidamente para a intensidade semi-cinemática intrínseca, pois ocorre uma lenta

convergência. Usando a intensidade integrada e a largura do perfil estima-se que a difração de

raios X em cristais fortemente absorvedores sonda uma profundidade de aproximadamente 10ξµ

(= 5sinθB/µ0).
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4 TEORIA DINÂMICA DE LAUE

Este capítulo apresenta a comparação entre a teoria semi-cinemática para raios X

moles em cristais e a teoria dinâmica de Laue. A seção 4.1 mostra que a aproximação semi-

cinemática da teoria dinâmica de Laue que resulta na mesma expressão da intensidade difratada

semi-cinemática obtida na seção 3.4. A seção 4.2 revisa o caso particular de zero absorção

da teoria dinâmica de Laue que resulta na teoria dinâmica de Darwin para cristal de qualquer

espessura. A seção 4.3 apresenta a largura integral considerando os efeitos da extinção primária.

4.1 Aproximação semi-cinemática

A teoria dinâmica de Laue (LAUE, 1931) descreve de maneira completa a difração

de raios X em cristais perfeitos, no entanto, sua complexidade reduz drasticamente as aplicações.

Na prática, utilizam-se aproximações que descrevem satisfatoriamente os casos de interesse. Por

exemplo, a teoria cinemática de Laue para resolver e refinar estruturas cristalinas (RIETVELD,

1969; SHELDRICK, 2008); a equação de Scherrer na estimativa do tamanho de nanocristais

(SCHERRER, 1918; MUNIZ et al., 2016; MIRANDA; SASAKI, 2018); a largura de Darwin na

descrição do alargamento instrumental de monocromadores (DARWIN, 1914b; SABINE, 1987;

WANG et al., 2008). Essas teorias foram formuladas independentemente da teoria dinâmica

de Laue, mas são casos particulares e/ou aproximações dessa teoria mais geral. Esta seção

mostra que a teoria semi-cinemática da difração de raios X moles em cristais também é um caso

particular da teoria dinâmico de Laue.

A Figura 26 mostra o comportamento da intensidade difratada da teoria dinâmica de

Laue [equação (2.20)] no limite de cristal espesso com a razão entre o quantificador da extinção

primária e da absorção linear. Quando a extinção primária é muito maior que a absorção linear

(F ′′0 /|FH | = 0,02), a intensidade difratada tem forma de chapéu, como na teoria dinâmica de

Darwin. Quando a absorção linear é muito maior que a extinção primária (F ′′0 /|FH | = 6), a

intensidade difratada tem forma lorentziana, como na teoria semi-cinemática. Para essa razão a

diferença entre a largura à meia altura calculada numericamente e a largura intrínseca de absorção

para F ′′0 é de apenas 1,4%. Essa rápida análise indica que a teoria dinâmica de Darwin é um caso

particular de zero absorção (|FH | � F ′′0 ), como demonstrado analiticamente na seção 4.2, e que

a teoria semi-cinemática é um caso particular da aproximação semi-cinemática (F ′′0 � |FH |) da

teoria dinâmica de Laue, como demonstrado analiticamente a seguir.
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Figura 26 – Comportamento da intensidade difratada da teoria dinâmica de Laue com a absorção linear. Mantendo
|FH | fixo, F ′′0 foi aumentado seguindo a relação F ′′0 /|FH | = c com c igual a 0,02, 1, 3 e 6, na equação (2.20) no
limite de cristal espesso. Para c=0,02 o perfil é semelhante ao perfil da teoria dinâmica de Darwin. Com o aumento
de F ′′0 , o perfil alarga até saturar numa forma lorentziano. Para c=6 o perfil tem forma lorentziana com razão entre a
largura à meia altura calculada numericamente e a largura intrínseca de absorção [equação (3.96)] de 1,014.

Fonte: Autor.

A aproximação semi-cinemática é descrita matematicamente semelhante aos dois

cenários dos cristais superabsorvedores comentados na seção 3.1. Primeiro, em cristal imperfeito

nos quais os defeitos impedem duplas reflexões coerentes e a atenuação dos raios X é causada

unicamente pela absorção linear, representado matematicamente por FH̄ = 0. Segundo, em

cristal perfeito em reflexões nas quais a absorção linear é muito maior que a extinção primária,

matematicamente F ′′0 � |FH | = |F∗H̄ |. Ambos os cenários resultam na mesma expressão da

intensidade difratada. Por simplicidade aqui é tratado o caso FH̄ = 0.

Fazendo FH̄ = 0, a abreviação q = 0 [equação (2.25)]. Fazendo q = 0 na expressão

da intensidade difratada da teoria dinâmica de Laue na formulação de Zachariasen e correção de

Wilkins para o caso Bragg simétrico [equação (2.20)],

IZ

I0
=

|ψH |2(sin2 av+ sinh2 aw)
|z2|+(|z2|+ |z|2)sinh2 aw− (|z2|− |z|2)|sin2 av

+Re(−z∗z)sinh2aw+ Im(z∗z)sin2av

. (4.1)

Usando |z2|= |z|2 e z∗z = |z|2,

IZ

I0
=

|ψH |2(sin2 av+ sinh2 aw)
|z2|+2|z|2 sinh2 aw+Re(−|z|2)sinh2aw+ Im(|z|2)sin2av

. (4.2)

Fazendo Re(−|z|2) =−|z|2 e Im(|z|2) = 0,

IZ

I0
=

|ψH |2(sin2 av+ sinh2 aw)
|z2|+2|z|2 sinh2 aw−|z|2 sinh2aw

. (4.3)
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Reagrupando,

IZ

I0
=
|ψH |2

|z|2
sin2 av+ sinh2 aw

1+2sinh2 aw− sinh2aw
. (4.4)

Esta é a expressão para o caso particular da aproximação semi-cinemática.

Usando 2sin2 x = (1− cos2x) com x = av e 2sinhx = (ex− e−x) com x = aw,

IZ

I0
=
|ψH |2

|z|2
1/2− (cos2av)/2+[(eaw− e−aw)/2]2

1+2[(eaw− e−aw)/2]2− [e2aw/2− e−2aw/2]
. (4.5)

Das potências,

IZ

I0
=
|ψH |2

|z|2
1/2− (cos2av)/2+ e2aw/4−1/2+ e−2aw/4
1+ e2aw/2−1+ e−2aw/2− e2aw/2+ e−2aw/2

. (4.6)

Resolvendo o numerador e o denominador,

IL

I0
=
|ψH |2

|z|2
(e−2aw + e2aw−2cos2av)/4

e−2aw . (4.7)

Fazendo a divisão,

IZ

I0
= |ψH |2

1+ e4aw−2e2aw cos2av
4|z|2

. (4.8)

Fazendo q = 0 na abreviação z [equação (2.27): (v+ iw) =
√

q+ z2],

v+ iw = z. (4.9)

Do módulo quadrado,

|z|2 = v2 +w2. (4.10)

Substituindo a equação (4.10) na equação (4.8),

IZ

I0
= |ψH |2

1+ e4aw−2e2aw cos2av
4(v2 +w2)

. (4.11)

Reagrupando,

IZ

I0
=
|ψH |2

4w2
1+ e4aw−2e2aw cos2av

1+(v/w)2 . (4.12)

Desenvolvendo a abreviação z para obter v e w. Substituindo ψ0 [equação (2.23)]

em z [equação (2.26)],

z = ε sin2θB− (reλ
2/πVc)F0. (4.13)

Substituindo F0 = FR
0 + iF ′′0 ,

z = ε sin2θB− (reλ
2/πVc)FR

0 − i(reλ
2/πVc)F ′′0 . (4.14)
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Substituindo ∆η [equação (3.27)] e µ0 [equação (2.9)],

z = ε sin2θB−∆η sin2θB− iµ0λ/2π. (4.15)

Reagrupando,

z = (ε−∆η)sin2θB− iµ0λ/2π. (4.16)

Da equação (4.10), v = Re(z) e w = Im(z),

v = (ε−∆η)sin2θB, (4.17)

w = −µ0λ/2π. (4.18)

Para facilitar a substituição na equação (4.12), os termos aw, av e v/w são desenvol-

vidos separadamente. Das equações (2.24) e (4.17),

av =
πD

sinθBλ
(ε−∆η)sin2θB. (4.19)

Usando sin2θB = 2sinθB cosθB e resolvendo,

av = 2πD(ε−∆η)cosθB/λ . (4.20)

Das equações (2.24) e (4.18),

aw =
πD

sinθBλ

−µ0λ

2π
. (4.21)

Resolvendo,

aw =−µ0D/2sinθB. (4.22)

Das equações (4.17) e (4.18),

v/w =
(ε−∆η)sin2θB

−µ0λ/2π
. (4.23)

Substituindo ∆i
µ [equação (3.95)],

v/w =−(ε−∆η)/∆
i
µ . (4.24)

Finalmente, substituindo as equações (2.21), (4.20), (4.22) e (4.24) na equação

(4.12),

IZ

I0
=

re
2|FH |2

Vc
2

λ 2

µ02

1+ exp(−2µ0D/sinθB)

−2exp(−µ0D/sinθB)cos(4πD(ε−∆η)cosθB/λ )

1+4(ε−∆η)2/∆i
µ

2 . (4.25)
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Esta expressão é igual à equação (3.83), demonstrando que a aproximação semi-cinemática

da teoria dinâmica de Laue é igual à teoria semi-cinemática da difração de raios X moles

em cristais. Em cristais fortemente absorvedores a extinção primária pode ser desprezada e a

expressão para a intensidade difratada é simplificado, facilitando sua aplicação e permitindo

outros desenvolvimentos.

4.2 Zero absorção

A difração de raios X duros em cristais perfeitos pode ser descrita considerando

apenas a extinção primária e a refração, pois nessas energias a extinção primária é a principal

responsável pela atenuação dos raios X, uma vez que a absorção linear é muito pequena. A

teoria dinâmica de Darwin considera apenas a extinção primária e a refração. A formulação

para cristal espesso (DARWIN, 1914a; DARWIN, 1914b) pode ser aplicado, por exemplo, na

descrição do perfil instrumental de monocromadores (SABINE, 1987; WANG et al., 2008). A

generalização para cristal de qualquer espessura (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926) é um

caso particular da teoria dinâmica de Laue para zero absorção. Esta seção apresenta uma revisão

do caso particular de zero absorção da teoria dinâmica de Laue que resulta na teoria dinâmica de

Darwin para cristais de qualquer espessura.

No caso particular de zero absorção, os fatores de correção de dispersão anômala f ′

e f ′′ são zero, consequentemente F ′0 e F ′′0 também são iguais à zero, e a abreviação z [equação

(2.26)], conforme já desenvolvido na equação (4.16) para µ0 = 0, resulta em

z = (ε−∆η)sin2θB. (4.26)

Considerando reflexões simétricas F∗H = FH̄ a abreviação q [equação (2.25)] resulta em

q =−|ψH |2. (4.27)

Observe que z e q são números reais, portanto, a quantidade
√

q+ z2 é puramente real ou

puramente imaginária dependendo do valor de ε . Para (q+ z2)> 0, a quantidade
√

q+ z2 é real,

resultando em

v =
√

q+ z2, (4.28)

w = 0. (4.29)
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Para (q+ z2)< 0, a quantidade
√

q+ z2 é imaginária, resultando em

v = 0, (4.30)

w =
√
−q− z2. (4.31)

Esses dois casos são equivalentes. Aqui é desenvolvido o caso (q+ z2)< 0. Fazendo v = 0 na

intensidade difratada da teoria dinâmica de Laue na formulação de Zachariasen e correção de

Wilkins para o caso Bragg simétrico [equação (2.20)],

IZ

I0
=

|ψH |2 sinh2 aw

|q+ z2|+(|q+ z2|+ |z|2)sinh2 aw+Re(−z∗
√

q+ z2)sinh2aw
. (4.32)

Para facilitar a substituição, os termos Re(−z∗
√

q+ z2), aw, |q+ z2| e (|q+ z2|+ |z|2) são

desenvolvidos separadamente.

Em Re(−z∗
√

q+ z2), z é real e
√

q+ z2 é imaginário, resultando em

Re(−z∗
√

q+ z2) = 0. (4.33)

Para aw, substituindo as equações (2.24) e (4.31),

aw = (πD/λ sinθB)
√
|ψH |2− (ε−∆η)2 sin2 2θB. (4.34)

Evidenciando |ψH |2,

aw = (πD|ψH |/λ sinθB)
√

1− (ε−∆η)2 sin2 2θB/|ψH |2. (4.35)

Usando as abreviações

A = π|ψH |/λ sinθB, (4.36)

y = (ε−∆η)sin2θB/|ψH |, (4.37)

resulta em

aw = DA
√

1− y2. (4.38)

Para |q+ z2|, no caso em que (q+ z2)< 0, tem-se que |q+ z2|=−(q+ z2). Substi-

tuindo q e z [equações (4.27) e (4.26)],

|q+ z2|= |ψH |2− (ε−∆η)
2 sin2 2θB, (4.39)

Evidenciando |ψH |2,

|q+ z2|= |ψH |2(1− (ε−∆η)
2 sin2 2θB/|ψH |2), (4.40)
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Usando a abreviação y [equação (4.37)],

|q+ z2|= |ψH |2(1− y2). (4.41)

Para (|q+ z2|+ |z|2),

|q+ z2|+ |z|2 =−(q+ z2)+ z2 =−q. (4.42)

Substituindo q [equação (4.27)],

|q+ z2|+ |z|2 = |ψH |2. (4.43)

Substituindo as equações (4.33), (4.38), (4.41) e (4.43), na equação (4.32),

IZ

I0
=

|ψH |2 sinh2 (DA
√

1− y2)

|ψH |2(1− y2)+ |ψH |2 sinh2 (DA
√

1− y2)
. (4.44)

Resolvendo e usando cosh2 a = (sinh2 a+1) com a = A
√

1− y2,

IZ

I0
=

sinh2 (DA
√

1− y2)

−y2 + cosh2 (DA
√

1− y2)
. (4.45)

Dividindo por sinh2 a e usando cosh2 a = (coth2 a−1) com a = DA
√

1− y2,

IZ

I0
=

1

−y2(coth2 (DA
√

1− y2)−1)+ coth2 (DA
√

1− y2)
. (4.46)

Figura 27 – Intensidade difratada da teoria dinâmica de Laue para zero absorção no limite de cristal espesso.
Calculado com a equação (4.47) para DA = 10, em comparação com a intensidade difratada da teoria dinâmica de
Darwin para cristal espesso [equação (2.16)]. A intensidade difratada zero absorção tem largura à máxima altura
igual à largura de Darwin.

Fonte: Autor.
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Resolvendo, obtém-se a intensidade difratada para o caso particular de zero absorção,

IZ

I0
=

1

y2 +(1− y2)coth2 (DA
√

1− y2)
. (4.47)

Como esperado, esta equação é igual à expressão da intensidade difratada da teoria dinâmica

de Darwin para cristais de qualquer espessura (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926). A

intensidade difratada zero absorção para DA = 10 é semelhante à intensidade difratada da teoria

dinâmica de Darwin para cristal espesso, conforme ilustrado na Figura 27.

A intensidade integrada é obtida fazendo AZ =
∫+∞

−∞
IZdy na equação (4.47), resul-

tando em (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926),

AZ

I0
= π tanh(DA). (4.48)

Essa expressão está na coordenada y. Para transformá-la de y para a coordenada θ basta

multiplicar por |ψH |/sin2θB, conforme a equação (4.37),

AZ

I0
=

π|ψH |
sin2θB

tanh(DA). (4.49)

A intensidade máxima está localizada em y = 0, resultando em

Imax
Z
I0

= tanh2 (DA). (4.50)

Para cristal espesso ocorre reflexão total.

A intensidade integrada de extinção pode ser escrita em termos da intensidade

integrada cinemática. Substituindo |ψH | [equação (2.21)] na equação (4.49),

AZ

I0
=

reλ 2|FH |
Vc sin2θB

tanh(DA). (4.51)

Substituindo a intensidade integrada cinemática AK [equação (2.12)],

AZ

I0
= AK

Vc sinθB

re|FH |λD
tanh(DA). (4.52)

Substituindo A [equação (4.36)],

AZ = AK
tanh(DA)

DA
. (4.53)

O coeficiente tanh(DA)/DA é a correção de Darwin para os efeitos da extinção primária na

intensidade integrada (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926).
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Conforme Authier (2001), a grandeza chamada profundidade de penetração ze é a

distância da superfície do cristal na qual o fator de atenuação é 1/e. Na posição de Bragg pode

ser relacionada à abreviação A e à grandeza chamada comprimento de extinção Λ0,

ze =
Vc sinθB

2reλ |FH |
=

1
2A

=
Λ0

2π
. (4.54)

4.3 Largura integral de extinção

A equação de Scherrer descreve a largura da reflexão para cristais pequenos, en-

quanto a expressão da largura de Darwin o faz para cristal espesso considerando os efeitos da

extinção primária. Esta seção apresenta a conexão entre essas duas expressões: a largura integral

considerando os efeitos da extinção primária para cristais de qualquer espessura.

Inicialmente, a profundidade de extinção ξZ foi definida, semelhante à expressão da

profundidade de absorção, como a profundidade do cristal na qual os raios X tem 2/e da sua

intensidade,

ξZ =
Vc sinθB

4reλ |FH |
=

ze

2
=

1
4A

=
Λ0

4π
. (4.55)

Resultando em uma expressão semelhante à profundidade de absorção ξµ [equação(3.114)],

diferindo apenas pelo quantificador da atenuação.

As expressões da intensidade integrada e intensidade máxima de extinção podem ser

escritas em termos do quantificador da extinção e da profundidade de extinção. Para a intensidade

integrada basta substituir |ψH | [equações (2.21)] e ξZ [equações (4.55)] na equação (4.49),

AZ

I0
=

reλ 2|FH |
Vc sin2θB

tanh(D/4ξZ). (4.56)

Para cristal espesso a largura integral de extinção intrínseca Ai
Z é obtida. Fazendo D→ ∞, a

tangente hiperbólica é igual a 1,

Ai
Z

I0
=

reλ 2|FH |
Vc sin2θB

. (4.57)

Essa expressão está relacionada à intensidade integrada de Darwin por Ai
Z = (8/3π)Ai

D. Essa

diferença está associada ao formato do perfil, conforme ilustrado na Figura 27. Reescrevendo

a intensidade integrada de extinção [equação (4.56)] em termos da intensidade integrada de

extinção intrínseca [equação (4.57)],

AZ = Ai
Z tanh(D/4ξZ). (4.58)
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Para a intensidade máxima basta substituir ξZ [equação (4.55)] na equação (4.50),

Imax
Z
I0

= tanh2 (D/4ξZ). (4.59)

Como já discutido, a largura do perfil é uma importante grandeza relacionada à

intensidade difratada. A largura integral de extinção é definida como βZ = AZ/Imax
Z , da razão

entre as equações (4.49) e (4.50),

βZ =
(π|ψH |/sin2θB) tanhDA

tanh2 DA
. (4.60)

Resolvendo e substituindo |ψH | [equações (2.21)] e ξZ [equações (4.55)],

βZ =
reλ 2|FH |
Vc sin2θB

coth(D/4ξZ). (4.61)

Essa expressão é a generalização da equação de Scherrer considerando os efeitos da extinção

primária. Para o caso particular de cristal espesso a largura integral de extinção intrínseca β i
Z é

obtida. Fazendo D→ ∞ na equação 4.61, a cotangente hiperbólica é igual à 1,

β
i
Z =

reλ 2|FH |
Vc sin2θB

. (4.62)

Substituindo a largura de Darwin [equação (2.17)],

β
i
Z =

π∆i
D

2
. (4.63)

A relação entre a largura à máxima altura e a largura integral do perfil de Darwin, que tem forma

de chapéu, é a mesma relação entre a largura à meia altura e a largura integral de um perfil

lorentziano. Reescrevendo a largura integral de extinção [equação 4.61] em termos da largura

integral de extinção intrínseca [equação 4.62],

βZ = β
i
Z coth(D/4ξZ). (4.64)

A inversa é obtida resolvendo para D,

D = 4ξZ coth−1 (βZ/β
i
Z). (4.65)

A tabela 3 mostra a comparação entre as quantidades considerando exclusivamente os

efeitos da absorção linear ou extinção primária: profundidade de atenuação, intensidade integrada,

intensidade máxima, largura integral e largura intrínseca. Elas são descritas, respectivamente,

pela teoria semi-cinemática e pela teoria dinâmica de Darwin. Para cristal finito, as intensidades

integradas são proporcionais à razão entre |FH |2 e o quantificador da atenuação, F ′′0 para absorção
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Tabela 3 – Comparação entre as quantidades para absorção linear e extinção primária. A intensidade integrada, a
largura integral e a largura intrínseca estão na coordenada θ . Os valores intrínsecos podem ser obtidos fazendo
D→ ∞. A principal diferença entre as quantidades é o quantificador da atenuação, F ′′0 para absorção linear e |FH |
para extinção primária.

Quantidade Absorção linear Extinção primária

Atenuação ξµ =
Vc sinθB

4reλF ′′0
ξZ =

Vc sinθB

4reλ |FH |

Intensidade integrada Aµ =
reλ 2|FH |2

4Vc sin2θBF ′′0
(1− e−D/ξµ ) AZ =

reλ 2|FH |
Vc sin2θB

tanh(D/4ξZ)

Intensidade máxima Imax
µ =

|FH |2

4F ′′0
2 (1− e−D/2ξµ )2 Imax

Z = tanh2 (D/4ξZ)

Largura integral βµ =
reλ 2F ′′0

Vc sin2θB
coth(D/4ξµ) βZ =

reλ 2|FH |
Vc sin2θB

coth(D/4ξZ)

Largura intrínseca ∆i
µ =

2reλ 2F ′′0
πVc sin2θB

∆i
D =

2reλ 2|FH |
πVc sin2θB

Fonte: Autor.

linear e |FH | para extinção primária. As intensidades máximas são proporcionais a razão entre

|FH |2 e o quadrado do quantificador da atenuação, uma vez que para a extinção primária pode ser

encarada como 1 = |FH |2/|FH |2. Para cristal espesso, as diferenças nas intensidades integradas

e máximas são o quantificador da atenuação e o fator 1/4. A intensidade integrada e máxima

semi-cinemática crescem mais rápido que para zero-absorção, conforme ilustrado na Figura 28.

Apesar desse comportamento diferente, a largura integral — razão entre a intensidade integrada e

a intensidade máxima — para absorção linear e extinção primária tem o mesmo comportamento

com a cotangente hiperbólica, diferindo apenas pelo quantificador da atenuação.

A espessura limite para aplicação da equação de Scherrer considerando os efeitos

da extinção primária é objeto de estudos recentes (MUNIZ et al., 2016; MIRANDA; SASAKI,

2018). Usando a largura à meia altura calculada computacionalmente e considerando uma

correspondência de DK/D = 0,95 foi obtido uma espessura limite de aproximadamente D =

0,12Λ0 (MIRANDA; SASAKI, 2018). Seguindo a mesma metodologia e fazendo βK = βZ ,

λ

2DK cosθB
=

reλ 2|FH |
Vc sin2θB

coth
(

reλD|FH |
Vc sinθB

)
. (4.66)

Resolvendo,

reλDk|FH |
Vc sinθB

= tanh
(

reλD|FH |
Vc sinθB

)
. (4.67)
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Substituindo o comprimento de extinção,

πDK

Λ0
= tanh

(
πD
Λ0

)
. (4.68)

Resolvendo numericamente para DK/D = 0,95,

D = 0,13Λ0. (4.69)

Essa pequena diferença no limite de aplicação pode estar associada ao uso da largura integral ao

invés da largura à meia altura.

O cálculo da espessura de cristais perfeitos usando a equação de Scherrer ocasiona

um erro por não considerar os efeitos da extinção primária. A espessura de cristais perfeitos deve

ser calculada usando a expressão inversa da largura integral de extinção. Dessa equação pode-se

obter um fator de correção para a espessura calculada pela equação de Scherrer. Substituindo a

Figura 28 – Comportamento da intensidade integrada e máxima para absorção linear e extinção primária com a
espessura do cristal a) Comportamento da intensidade integrada semi-cinemática Aµ/Ai

µ e de Darwin AZ/Ai
Z . b)

Comportamento da intensidade máxima semi-cinemática Imax
µ /Imax i

µ e de Darwin Imax
Z /Imax i

Z . A quantidade ξ , na
abscissa, assume ξµ para as curvas semi-cinemática e ξZ para a teoria dinâmica de Darwin.

Fonte: Autor.
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largura integral de extinção intrínseca [equação (4.62)] e a profundidade de extinção [equação

(4.55)] na equação (4.65),

D =
λ sinθB

π|ψH |
coth−1 (βZ sin2θB/π|ψH |). (4.70)

Substituindo a equação de Scherrer [equação (3.159)],

D = DK
βZ sin2θB

π|ψH |
coth−1 (βZ sin2θB/π|ψH |). (4.71)

Este é o coeficiente de correção para os efeitos da extinção primária na espessura do cristal

calculada pela equação de Scherrer.

A correção para a largura integral é obtida usando a expressão da largura integral de

extinção. Substituindo a largura integral de extinção intrínseca [equação (4.62)] e a profundidade

de extinção [equação (4.55)] na equação (4.64),

βZ =
π|ψH |
sin2θB

coth(D|ψH |/λ sinθB). (4.72)

Substituindo a equação de Scherrer [equação (3.159)],

βZ = βK
π|ψH |D
λ sinθB

cothπ(|ψH |D/λ sinθB). (4.73)

Este é o coeficiente de correção para os efeitos da extinção primária na largura integral calculada

pela equação de Scherrer.
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5 APLICAÇÕES EXPERIMENTAIS

Este capítulo, baseadas em trabalhos que usam RSXS, apresenta comprovações que a

teoria semi-cinemática descreve a difração de raios X moles em cristais fortemente absorvedores,

e discute novas aplicações, destacando a obtenção das grandezas de interesse: coeficiente de

absorção linear e módulo quadrado do fator de estrutura. A seção 5.1 trata de cristais espessos,

e discute novas abordagens nas aplicações. Por fim, a seção 5.2 discute aplicações em cristais

finitos.

5.1 Cristal espesso

O espalhamento ressonante de raios X moles fornece uma sonda sensível às mo-

dulações espaciais de spin, carga e orbital com seletividade atômica. Essa técnica combina a

difração de raios X, sensível às modulações espaciais, com a espectroscopia de absorção de

raios X, sensível à estrutura eletrônica. A ressonância próxima à borda de absorção envolve

transições de níveis centrais para estados desocupados próximos ao nível de Fermi. Além disso, o

espalhamento magnético de raios X é muito pequeno em comparação ao espalhamento de carga,

no entanto, o processo ressonante pode aumentar o espalhamento magnético em até oito ordens

de grandeza. Também é possível distinguir os termos orbitais e de spin devido sua dependência

com a polarização dos raios X. As ordenações de spin, carga e orbital normalmente resultam em

super-redes eletrônicas com periodicidade de vários nanômetros, mesma ordem do comprimento

de onda dos raios X moles. As informações mais interessantes obtidas pela RSXS surgem da

dependência da reflexão com a energia, polarização, temperatura e campo magnético (FINK

et al., 2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). A RSXS é amplamente aplicada no estudo da

supercondutividade a alta temperatura (High-Temperature Superconductors: HTS) em cobratos

(ACHKAR et al., 2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016) e na magnetorresistência colossal

(Colossal Magnetoresistance: CMR) em manganitas (ZHOU et al., 2011). Em resumo, a RSXS

é uma técnica de difração de raios X moles na borda de absorção, usada no estudo de cristais

imperfeitos, então a formulação desenvolvida nesse trabalho pode ser aplicada na sua descrição.

Na maioria dos estudos usando RSXS, os cristais ou filmes cristalinos tem espessura

maior que a profundidade de sondagem, portanto podem ser considerados cristais espessos.

Nestes casos, a intensidade observada experimentalmente tem forma lorentziana (FINK et al.,

2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Devido à grande maioria dos experimentos usando
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RSXS serem com cristais espessos, desenvolvimentos teóricos deste caso já foram apresentados.

Sève et al. (1998) descreveram a forma do perfil intrínseco como lorentziana e a relação da

largura à meia altura com o coeficiente de absorção linear, aplicando para obter a parte imaginária

do fator de correção do espalhamento atômico. A proporcionalidade da intensidade integrada

com razão entre o módulo quadrado do fator de estrutura e a largura à meia altura foi descrita

como uma aproximação semi-cinemática da teoria dinâmica de Laue (ACHKAR et al., 2013;

ACHKAR et al., 2016). Essas descrições concordam com o caso especial de cristal espesso da

teoria semi-cinemática, o que comprova que ela descreve a difração de raios X moles em cristais

fortemente absorvedores.

Em RSXS, a intensidade difratada é analisada no espaço recíproco, facilitando a

análise ao ocultar algumas das dependências observadas no espaço real. O método de análise

consiste em ajustar o perfil por uma função lorentziana e assim obter a intensidade integrada

e a largura à meia altura (FINK et al., 2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Um exemplo

numérico: Wilkins et al. (2003) utilizaram a RSXS para estudar as correlações spin, carga

e orbital em monocristal de manganita de parâmetro de rede de 3,87x3,87x21,1 Å. O perfil

medido da reflexão (001) na borda de absorção L3 do Mn (642,8 eV) em 83 K é lorentziano com

largura no espaço recíproco de 5,31x10−3 Å−1. A profundidade de absorção pode ser obtida

facilmente do inverso da largura à meia altura no espaço recíproco [equação (3.121)] ξµ = 188

Å. A profundidade sondada é estimada como aproximadamente 188 nm (=10ξµ ). Da relação

de Planck-Einstein tem-se λ = 19,29 Å. O coeficiente de absorção linear pode ser obtida da

profundidade de absorção [equação (3.113)] e da lei de Bragg: µ0 = λ/4dξµ = 12,8x106 m−1.

A intensidade difratada e as quantidades relacionadas dependem direta ou indire-

tamente do comprimento de onda dos raios X (energia do fóton). Essa dependência deve ser

considerada ao analisar o comportamento da reflexão com a energia, pois não a considerar pode

mascarar os fenômenos em estudo. A seguir, as grandezas de interesse — módulo quadrado do

fator de estrutura e coeficiente de absorção linear — são resolvidas nas expressões da intensidade

integrada e da largura à meia altura, descrevendo sua dependência direta com a energia.

Na RSXS, o interessante é o comportamento de reflexões de super-rede com a energia

e polarização dos fótons de raios X, temperatura do cristal e campo magnético aplicado. A

grandeza que representa o poder de uma reflexão é o módulo quadrado do fator de estrutura que

é proporcional intensidade integrada. O comportamento da intensidade integrada de reflexões

de super-rede com a energia do fóton (ABBAMONTE et al., 2004; ACHKAR et al., 2016), a
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temperatura do cristal (ARPAIA et al., 2019; WEN et al., 2019), ou campo magnético (GERBER

et al., 2015; BLANCO-CANOSA et al., 2018) indicam a presença de onda de densidade de

carga, orbital ou spin. Com a polarização é estudada a simetria das ondas de densidade de carga

(ACHKAR et al., 2016; COMIN et al., 2015). Geralmente, essas análises são realizadas plotando

um gráfico de Ai
µ vs a variável estudada, no entanto, a intensidade integrada também depende

de outras grandezas, o que pode mascarar os valores do módulo quadrado fator de estrutura. A

correta relação entre a intensidade integrada e o módulo quadrado do fator de estrutura é obtida

resolvendo a expressão da intensidade integrada intrínseca para |FH |2. Resolvendo a equação

(3.137),

|FH |2 =
Vc

2QB
2

32π3re2I0
Ai

µ∆
i
µ . (5.1)

ou mais convenientemente |FH |2 ∼ Ai
µ∆i

µ . Lembrando que ∆i
µ = 1/ξµ , tem-se |FH |2 ∼ Ai

µ/ξµ ,

ou seja, a intensidade integrada intrínseca é ponderada pela profundidade de absorção. Portanto,

o comportamento do módulo do fator de estrutura deve ser analisado num gráfico de Ai
µ∆i

µ vs a

variável estudada. Esta metodologia já foi explorada em alguns trabalhos (PARTZSCH et al.,

2012; ACHKAR et al., 2013; ACHKAR et al., 2016).

Geralmente, o comportamento da largura à meia altura é analisado num gráfico de

∆i
µ vs E (THOMAS et al., 2004; OKAMOTO et al., 2007; PARTZSCH et al., 2012). Para

pequenas faixas de energia, esta metodologia fornece bons resultados do coeficiente de absorção

linear. No entanto, para uma análise exata e/ou grandes ranges de energia, deve-se considerar

a dependência direta com a energia. A largura à meia altura do perfil no espaço recíproco ∆i
µ

(= ξµ
−1) é proporcional ao coeficiente de absorção linear [equação (3.113): ξµ = sinθB/2µ0],

conforme relatado anteriormente por Sève et al. (1998). No entanto, também carrega uma

dependência com a energia do fóton ocultada na função sinθB. Substituindo a magnitude do

vetor de espalhamento é obtido a equação (3.115) [ξµ = QBλ/8πµ0]. Por fim, resolvendo para

µ0 e substituindo a equação (2.1), obtendo finalmente o coeficiente de absorção linear como uma

função da largura à meia altura e da energia do fóton:

µ0 =
h̄cQB

4
∆i

µ

E
, (5.2)

com h̄ = h/2π . De uma maneira mais simples, o comportamento do coeficiente de absorção

linear pode ser obtido analisando o gráfico ∆i
µ/E vs E.
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5.2 Cristal finito

Os fenômenos estudados por RSXS podem depender da espessura do cristal ou filmes

finos (YAMAMOTO et al., 2018). Por exemplo, a temperatura de transição supercondutora

(WANG et al., 2015; ZHANG et al., 2015) e a magnetorresistência (JIN et al., 1995; XIONG et

al., 1996). Portanto, o estudo da supercondutividade e magnetorresistência colossal em filmes

finos é promissor. Os cristais e os filmes finos estudados por RSXS geralmente tem espessura

maior que a profundidade sondada, e o perfil observado tem forma lorentziana (FINK et al., 2013;

COMIN; DAMASCELLI, 2016), conforme descrito na seção anterior. No entanto, em alguns

estudos o cristal tem espessura menor que a profundidade sondada, e um perfil com suaves franjas

de interferência é observado (HOLLDACK et al., 2010; SCHIERLE et al., 2008). Nos casos

de cristais finitos, os métodos de análises para cristais espessos falham, pois, não consideram

a espessura finita dos cristais; e os métodos para cristais pequenos baseados puramente na

teoria cinemática também falham, pois, negligenciam os efeitos da absorção linear. A teoria

semi-cinemática, desenvolvida neste trabalho tem muito a acrescentar no estudo de cristais

finitos.

Em cristais finitos, o método mais eficiente para obter o coeficiente de absorção

linear e no módulo quadrado do fator de estrutura é através do ajuste da intensidade medida

experimentalmente com a intensidade calculada [equação (3.83) ou (3.116)], obtendo a espessura

do cristal, o coeficiente de absorção linear (profundidade de absorção) e o módulo quadrado

do fator de estrutura ou seu valor a menos de uma constante multiplicativa. Outra alternativa

é ajustar apenas o perfil de difração obtendo a espessura do cristal e o coeficiente de absorção

linear, e posteriormente obter o módulo quadrado do fator de estrutura usando a intensidade

integrada. Resolvendo a equação (3.135) para |FH |2,

|FH |2 =
Vc

2QB
2

32π3re2I0

Ai
µ

ξµ(1− e−D/ξµ )
. (5.3)

O coeficiente de absorção linear não é tão simples de obter quanto em cristal espesso, pois não

foi possível solucionar analiticamente a expressão da largura integral semi-cinemática para cristal

finito [equação (3.148): βµ = (π/2ξµ)coth(D/4ξµ)] para ξµ . Portanto, o melhor método é o

ajuste da intensidade difratada.
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6 CONCLUSÃO

Em resumo, esta tese apresenta o desenvolvimento analítico da teoria semi-cinemática

da difração para raios X moles para cristais de qualquer espessura no caso Bragg simétrico. Ela é

válida para cristal idealmente imperfeito, cristal perfeito nas reflexões que satisfazem a condição

F ′′0 � |FH |, e cristais pequenos. No caso particular de cristal espesso é obtido a descrição

comumente usada na RSXS, e no caso particular sem absorção linear ou cristal pequeno é obtido

a teoria cinemática. Por sua vez, a teoria semi-cinemática é um caso particular da teoria dinâmica

de Laue.

Para cristal espesso, a intensidade difratada tem forma lorentziana com largura à meia

altura no espaço real proporcional ao coeficiente de absorção linear e no espaço recíproco igual

ao inverso da profundidade de absorção. A profundidade sondada em cristais espessos é cerca de

dez vezes a profundidade de absorção. A teoria semi-cinemática tem algumas semelhanças com

a teoria dinâmica de Darwin. A largura intrínseca de absorção e a largura de Darwin ou largura

intrínseca de extinção diferem apenas pelo quantificador da atenuação, F ′′0 para absorção linear e

|FH | para extinção primária. As intensidades integradas da teoria semi-cinemática e da teoria

dinâmica de Darwin diferem apenas pelo fator 4 e pelo inverso do quantificador da atenuação.

A RSXS é uma técnica de difração de raios X moles nas bordas de absorção em

cristais imperfeitos, portanto a intensidade difratada medida pode ser descrita pela teoria semi-

cinemática. Geralmente os cristais estudados por RSXS são espessos, por esse motivo os

desenvolvimentos teóricos se concentraram nesse caso particular. A teoria semi-cinemática

desenvolvida neste trabalho está totalmente de acordo com desenvolvimentos teóricos anteriores

comprovados experimentalmente. As quantidades de interesse na RSXS são o coeficiente de

absorção linear e o módulo quadrado do fator de estrutura, que são obtidas da largura do perfil e

da intensidade integrada. A proporcionalidade da largura a meia altura do perfil com µ0 fornece

uma maneira indireta de realizar XAS, no entanto, a dependência com a energia do fóton também

deve ser considerada. Assim como a absorção linear deve ser considerada na obtenção de |FH |2

da intensidade integrada.

A teoria semi-cinemática desenvolvida neste trabalho descreve a difração de raios X

moles para cristais de qualquer espessura. A intensidade difratada é proporcional ao |FH |2 para

cristais de qualquer espessura. A largura integral semi-cinemática como uma função da espessura

do cristal é uma generalização da equação de Scherrer considerando os efeitos da absorção linear,

da qual a equação de Scherrer é o caso particular de cristal pequeno ou negligenciando a absorção
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linear, e a largura intrínseca de absorção é o caso particular de cristal espesso. Também foi obtida

uma generalização da equação de Scherrer considerando os efeitos da extinção primária.

Os fenômenos estudados por RSXS — por exemplo, HTS e CMR — podem depender

da espessura dos cristais ou dos filmes finos cristalinos. Essas espessuras podem ser menores

que a profundidade sondada, portanto, o cristal não pode ser considerado espesso. Para cristais

finitos, a maneira mais fácil de obter µ0 e |FH |2 é ajustando a intensidade difratada medida com

a expressão da intensidade difratada semi-cinemática. As relações da intensidade integrada e

largura integral também podem ser usadas, mas obter µ0 da largura integral é mais trabalhoso.

6.1 Artigo publicado

Parte do conteúdo desta tese foi publicado no artigo:

LIMA, A. N. C.; MIRANDA, M. A. R.; SASAKI, J. M. X-ray diffraction in superabsorbing

crystals: absorption intrinsic width. Acta Cryst., A75, p. 772–776, 2019.
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APÊNDICE A – SÉRIES

A.1 Série de Taylor

Dada uma função analítica f (x), sua expansão em série de Taylor em torno de x = a

é dada por:

f (x) =
∞

∑
n=0

an(x−a)n, (A.1)

com an definido por

an =
f (n)(a)

n!
, (A.2)

onde n! é o fatorial de n e f (n)(a) é n-ésima derivada de f em torno de a. A expansão em série

de Taylor em torno de a = 0 para uma função radical:

√
1+ x =

∞

∑
n=0

(
1/2
n

)
xn = 1+

x
2
− x2

8
+

x3

16
+ ... . (A.3)

Para uma função exponencial:

ex =
∞

∑
n=0

xn

n!
= 1+ x+

x2

2
+

x3

6
+ ... . (A.4)

Para uma função logaritmo natural:

ln(1+ x) =
∞

∑
n=0

(−1)nxn+1

n+1
= x− x2

2
+

x3

3
+ ... . (A.5)

A.2 Série de Laurent

Dada uma função complexa f (x), sua expansão em série de Laurent em trono de

x = a é dada por

f (x) =
∞

∑
−∞

an(x−a)n, (A.6)

com an definida pela integral de linha

an =
1

2πi

∮
γ

f (x)dx
(x−a)n+1 , (A.7)

onde o caminho de integração γ é anti-horário ao redor de uma curva de Jordan. Para a função

cotangente hiperbólica em torno de x = 0:

cothx =
1
x
+

∞

∑
n=1

22nB2nx2n−1

2n!
=

1
x
+

x
3
− x3

45
+ ... , (A.8)
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onde Bn é o número de Bernoulli (B2 = 1/6 e B4 = 1/30). Para a função arco cotangente

hiperbólica em torno de x = ∞:

coth−1 x =
∞

∑
n=1

1
2n−1

1
x2n−1 =

1
x
+

1
3x3 + ... . (A.9)

A.3 Série geométrica

A soma dos N termos de uma série geométrica com o primeiro termo a1 e a razão q

é dado por:

SN = a1

N

∑
n=1

qn−1 = a1
qN−1
q−1

. (A.10)

Para a1 = 1 e q = ea:

N−1

∑
n=0

ean =
eaN−1
ea−1

. (A.11)
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