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A imaginacdo é mais importante que o conhecimento. O conhecimento é limitado,
enquanto a imagina¢do abraca o mundo inteiro, estimulando o progresso, dando a luz a
evolugdo. Ela é, rigorosamente falando, um fator real na pesquisa cientifica.

Albert Einstein



RESUMO

As técnicas de difracdo de raios X moles somente foram exploradas recentemente com o advento
dos sincrotrons de 3° geracdo. Nesta faixa de energia, os cristais sdao fortemente absorvedores,
e a intensidade observada pode ser descrita pelo caso particular de cristal espesso. No entanto,
uma descri¢do simples e geral para cristais de qualquer espessura € ausente. Neste trabalho, uma
teoria da difracdo de raios X moles em cristais fortemente absorvedores de qualquer espessura
foi desenvolvida analiticamente baseada no tratamento semi-cinematico, nos quais a absor¢ao
linear e a refragdo sdo consideradas e a extingdo primdria é negligenciada. Ela é um caso
particular para a aproximacio semi-cinemadtica da teoria dindmica de Laue. Para cristal espesso,
a intensidade difratada tem forma lorentziana, com a largura a meia altura proporcional ao
coeficiente de absor¢do linear, estando de acordo com os métodos de analise usados na técnica
de espalhamento ressonante de raios X moles (RSXS). Para cristais de qualquer espessura, a
largura integrada foi obtida como uma func¢ao da espessura, da qual a equacdo de Scherrer € um
caso particular, e diferindo da expressdo para extincdo primdria apenas pelo quantificador da
atenuacdo. Aplicacdes na RSXS sdo discutidas para cristais finitos e espessos. Este trabalho

descreve a difrac@o de raios X moles em cristais.

Palavras-chave: Difracdo de raios X. Raios X moles. Teoria semi-cinematica. Cristal absorve-

dor. RSXS.



ABSTRACT

The soft x-ray diffraction techniques were only recently explored with the advent of 3rd genera-
tion synchrotrons. In this energy range, the crystals are strongly absorbing, and the measured
intensity can be described by the particular case of thick crystals. However, a simple and ge-
neral description for crystals of any thickness is missing. In this work, a theory of soft x-ray
diffraction in strongly absorbing crystals of any thickness was analytically developed based
on semi-kinematical treatment, in which linear absorption and refraction are considered, and
primary extinction is neglected. It is a special case for the semi-kinematical approximation of
Laue dynamical theory. For thick crystal, the diffracted intensity has a Lorentzian shape, with the
full width at half maximum proportional to the linear absorption coefficient, being in accordance
with the analysis methods used in the technique of Resonant Soft X-ray Scattering (RSXS).
For crystals of any thickness, the integral breadth was obtained as a function of thickness, of
which the Scherrer equation is a particular case, and differing from the expression for primary
extinction only by the attenuation quantifier. Applications in RSXS are discussed for finite and

thick crystals. This work describes the soft x-ray diffraction in crystals.

Keywords: X-ray diffraction. Soft x-ray. Semi-kinematical theory. Absorbing crystal. RSXS.
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1 INTRODUCAO

Os raios X sdo ideais para o estudo da matéria a nivel atdbmico, pois sdo radiacoes
eletromagnéticas com comprimento de onda préximo ao tamanho atdmico e com energia capaz
de ionizar os 4tomos. Decorridos 125 anos da sua descoberta (RONTGEN, 1896) e 106 anos
da solugao da primeira estrutura (BRAGG, 1914), muitas técnicas de caracterizacdo usando
raios X foram desenvolvidas, langando luz no entendimento da matéria. As diversas técnicas de
caracterizagdo sao descritas por teorias que utilizam de aproximagdes para descrever de maneira
simples e completa os dados obtidos, facilitando sua aplicagdo.

A maioria das técnicas de caracterizagdo com raios X utilizam raios X duros, devido
a facilidade de experimentagdo, maior penetracao no cristal e grande nimero de reflexdes
observadas. Gragas a isso, houve um intenso desenvolvimento tedrico na difracao de raios X
duros, resultando em teorias simples aproveitando as aproximacdes para os diferentes casos. Um
exemplo € a teoria cinemética de Laue, baseada apenas no caréter geométrico da difragdo, que
despreza importantes intera¢des dos raios X com o cristal, mesmo assim, fornece uma descri¢ao
adequada da cristalografia de raios X em mono e policristais, sendo amplamente utilizada na
solucdo e refinamento de estruturas. Outro exemplo € a teoria dindmica de Darwin, que se
aproveita da alta penetracdo dos raios X duros para simplificar sua formulagdo, considerando os
efeitos da extincao primdria e da refracdo, e desprezando os efeitos da absorcao linear.

Experimentos de difracdo de raios X moles devem ser realizados em ultra-alto vacuo
e com fonte muito intensa, devido a forte absor¢do pelo ar e pelo cristal, e poucas reflexdes
podem ser observadas. Por esses motivos, o desenvolvimento experimental e tedrico foi atrasado.
Esse cenario vem mudando nas ultimas duas décadas, com o desenvolvimento dos sincrotrons
de terceira geracdo e de tecnologias de ultra-alto vacuo. Por exemplo: a técnica intitulada
espalhamento ressonante de raios X moles (Resonant Soft X-ray Scattering: RSXS) € unica no
estudo das correlagdes de spin, carga e orbital com seletividade atdmica. A energia dos raios
X moles é compativel com as energias de ligagao dos elétrons dos niveis mais externos (FINK
et al.,2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Em resumo, a RSXS € uma técnica de difracao
de raios X moles nas bordas de absor¢cdo. Geralmente, em experimentos de RSXS os cristais
sdao imperfeitos e espessos, pois nessas energias os raios X t€m pouca penetragdo. Por esse
motivo, desenvolvimentos tedricos se concentraram no caso especial para cristal espesso (SEVE
etal., 1998; ACHKAR et al., 2013; ACHKAR et al., 2016). Cristais espessos sdo aqueles cuja

espessura € maior que a profundidade de sondagem dos raios X. A difrac@o de raios X € descrita
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de modo geral pela teoria dindmica de Laue (LAUE, 1931; ZACHARIASEN, 1945), no entanto,
€ matematicamente complicada, dificultando sua aplicagcdo. Falta uma formulacdo simples que
descreva a difracdo de raios X moles para cristais de qualquer espessura e facilite sua aplicacdo.

Diante disso, desenvolvemos uma teoria que descreve a difracdo de raios X moles.
Ela € baseada no tratamento semi-cinematico, que consiste no acréscimo dos efeitos da absor¢ao
linear e da refra¢do no tratamento cinematico Laue.

O capitulo 2 apresenta uma breve revisdo dos conceitos utilizados no desenvolvi-
mento e na discussdo da teoria. Uma revisao histérica das primeiras formulacdes da difracdo de
raios X é apresentada, enfatizando o desenvolvimento e a importancias das diversas formulag¢des
da difracdo de raios X. A natureza dos raios X, o espalhamento, a refracdo e a absor¢do linear
sdo discutidos. A teoria cinematica de Laue e as teorias dindmicas de Darwin e de Laue sdo
apresentadas, enfatizando as expressdes da intensidade difratada, intensidade integra e largura
do perfil.

O capitulo 3 apresenta o desenvolvimento detalhado da teoria semi-cinematica da
difracdo de raios X moles em cristais. Apds uma revisdo do deslocamento da reflexdo causado
pela refragcdo e o espalhamento por um tnico plano, o modelo de cristal fortemente absorvedor
¢ apresentado. As expressoes da intensidade difratada, intensidade integrada e largura integral
para cristal de qualquer espessura no espago real e reciproco sdo desenvolvidas e aproximadas
para o caso especial de cristal espesso. A profundidade sondada na difracao de raios X moles é
estimada.

O capitulo 4 apresenta os casos particulares para aproximagao semi-cinematica e
para zero absor¢do na teoria dinamica de Laue, comparando esses casos particulares com a teoria
semi-cinemadtica da difracdo de raios X moles em cristais € com a teoria dinamica de Darwin
para cristais de qualquer espessura, respectivamente. A largura integral considerando os efeitos
de extincdo primadria € obtida.

O capitulo 5 apresenta comprovagdes experimentais, baseado na revisao de trabalhos
que usam a técnica de RSXS, que o tratamento semi-cinematico descreve a difracdo de raios
X moles. Também discute novas abordagens nos métodos de andlises para cristal espesso, €
possiveis aplicagdes do caso geral para cristal de qualquer espessura no estudo das propriedades
dependentes da espessura.

O capitulo 6 apresenta uma conclusdo em forma de resumo, destacando as principais

contribui¢des, e a publicacdo resultante desta tese.
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2 FUNDAMENTOS DE RAIOS X

Este capitulo apresenta uma breve revisao dos conceitos utilizados na formula¢ao
e discussao da teoria semi-cinemdtica da difracdo de raios X moles em cristais. A se¢do 2.1
comenta a descoberta dos raios X e as primeiras teorias da difracdo em cristais, enfatizando
o desenvolvimento e a importancias das diversas teorias. A se¢do 2.2 discute a natureza e a
producao dos raios X, evidenciando os raios X moles. A secao 2.3 discute o espalhamento por
um atomo. A secdo 2.4 trata da refracdo e da absorcdo linear. A se¢do 2.5 discute a teoria
cinemadtica de Laue e a equacdo de Scherrer. A secdo 2.6 discute as teorias dinamicas de Darwin

e Laue, enfatizando a expressao da intensidade difratada.

2.1 Historico

Em 1895, W. C. Rontgen relata sua descoberta dos raios X (RONTGEN, 1896).
Rontgen ganhou o Prémio Nobel em 1901 pela descoberta dos raios X. Em 1907, W. H. Bragg
defende a natureza corpuscular dos raios X (BRAGG, 1907; BRAGG, 1908), enquanto C. G.
Barkla demonstra que os raios X sdo polarizaveis (BARKLA, 1907). Barkla ainda classifica os
raios X em moles e duros, segundo seu poder de penetragao (SANTIN FILHO, 1995).

Em 1912, M. von Laue descobre a difracdo de raios X por cristais e apresenta a
teoria cinemadtica da difracdo de raios X para explicd-la (FRIEDRICH et al., 1913; LAUE, 1913;
LAUE; TANK, 1913). Laue ganha o prémio Nobel em 1914 pela descoberta da difracao de raios
X por cristais. A Figura 1 mostra as principais contribui¢des tedricas na difracdo de raios X
em cristais nos primeiros 20 anos. Ainda em 1912, W. L. Bragg apresenta a relacdo conhecida
como lei de Bragg (BRAGG, 1912), que estabelece a condi¢do de difragdo usando a distancia
interplanar. W. L. Bragg e W. H. Bragg determinam a estrutura dos haletos alcalinos usando a
lei Bragg (BRAGG; BRAGG, 1913; BRAGG, 1914). Bragg e Bragg ganham o prémio Nobel
em 1915 por suas contribui¢des na analise de estruturas cristalinas usando raios X. Em 1914,
P. P. Ewald apresenta o fator de estrutura, usando-o na determinagdo de estruturas cristalinas
(EWALD, 1914). Em 1918, P. Scherrer apresenta a relacdo conhecida como equacgdo de Scherrer
(SCHERRER, 1918), que relaciona a largura da reflexdo com a espessura do cristal.

Em 1914, C. G. Darwin apresenta a primeira teoria dinamica da difracdo de raios X
(DARWIN, 1914a; DARWIN, 1914b), que descreve o efeito da extin¢cdo primadria e da refracao

em cristais espessos. Em 1922, Darwin generaliza sua teoria para cristais de qualquer espessura
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Figura 1 — Linha do tempo das primeiras teorias da difracdo de raios X em cristais. As principais contribui¢des
tedricas nos 20 anos apds a descoberta da difracio de raios X em cristais em 1912.

1912
teoria cinematica
de Laue
1914 1918 1930
fator de equacao de teoria dindmica
estrutura Scherrer de Darwin-Prins
1912 (| 11920 11930
lei de teoria dinAmica correcdo para  teoria dinidmica
Bragg de Ewald a extingdo de Laue
1912 1916 1922 1931
teoria dindmica
de Darwin

1914

Fonte: Autor.

(DARWIN, 1922), revisado posteriormente em 1926 (BRAGG et al., 1926). Em 1930, usando
o tratamento de Darwin, J. A. Prins (PRINS, 1930) apresentou uma formula¢do que considera
a absorcao linear e a parte imagindria no espalhamento em cristais espessos. O tratamento
dindmico de Darwin est4 intimamente relacionado ao tratamento cinematico de Laue (WARREN,
1990). Um tratamento dinAmico completamento diferente foi apresentado em 1916-1917 por
Ewald (EWALD, 1916; EWALD, 1917). Em 1931, o tratamento de Ewald foi reformulado por
Laue (LAUE, 1931) passando a envolver a solucdo das equagdes de Maxwell em um meio com
constante dielétrica periddica. Para os detalhes da difragdo de raios X em cristais perfeitos €

necessario usar o tratamento dindmico de Laue (WARREN, 1990).

2.2 Natureza e producio

Os raios X sdo uma forma de radiacao eletromagnética ionizante com energia entre
100 eV e 200 keV, maiores que os raios ultravioletas e menores que os raios gama, no entanto,
essas fronteiras ndo sdo bem definidas. Por sua vez, os raios X sdo subdivididos quanto a
seu poder de penetracdo em moles — com energia até 2 keV — e duros, com energia acima
disso, como ilustrado na Figura 2. As técnicas experimentais com raios X duros tiveram maior
desenvolvimento pela facilidade de operacdo, enquanto com raios X moles, que sdo absorvidos
fortemente até pelo ar, tiveram seu desenvolvimento atrasado.

Os raios X tém comprimento de onda da ordem do tamanho atbmico e energia capaz
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Figura 2 — Abrangéncia dos raios X moles e duros no espectro eletromagnético. Os limites entre as divisdes do
espectro eletromagnético ndo sdo bem definidos. Os raios X moles compreendem a faixa de 100 eV até 2 keV, deste
até 200 keV os raios X duros.

comprimento de onda

100 nm 10 nm 1 nm 100 pm 10 pm 1 pm
IIIIIII I I IIIIIII I I IIIIIII I I |IIIIII I I IIIIIII I I I
luz UV raios X duros
raios X moles raios gama
I 1 1 lIIIIlI 1 1 llIIlII 1 1 IIllIIl 1 1 IIIIIII 1 1 lIIIIlI
10eV 100 eV 1 keV 10 keV 100 keV 1 MeV

energia do féton

Fonte: Adaptado da Wikipedia: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:X-ray_range.svg>.

de ionizar os dtomos, tornando uma sonda importante na difragdo e na espectroscopia. A RSXS
usa essas duas propriedades. O comprimento de onda e a energia do féton sio relacionados pela
relacdo de Planck—FEinstein

he

EZT,

(2.1)

onde 4 é a constante de Planck [ = 4,135667 x10~1° eV.s] e ¢ é a velocidade da luz no vdcuo
[c = 299792458 m/s]. Para uma répida conversio E(eV) = 12398 /A(A).

Os raios X sdo produzidos nas transicoes eletronicas nos 4tomos ou na desaceleracao
de particulas carregadas. Em tubos de raios X, elétrons acelerados atingem os dtomos do alvo no
tubo produzindo raios X de freamento e caracteristicos, que dependem da constituicdao do alvo.
Desde a descoberta dos raios X, em 1895, os tubos de raios passaram por melhorias, estando
presentes nas mais diversas aplicagdes.

Em sincrotrons, elétrons em poligonos sdo defletidos por campo magnéticos, pro-
duzindo radiagdo sincrotron, principalmente raios X. As primeiras pesquisas com radiacdo
sincrotron usaram aceleradores projetados para pesquisas em fisica nuclear ou de particulas, ca-
racterizando a primeira gerag@o de sincrotron. Os projetos de equipamentos exclusivamente para
pesquisas com radiag@o sincrotron, avancos nesses projetos e uso de dispositivos que aumentam
o brilho da radiagdo caracterizam a segunda, terceira e quarta geracdo (BORLAND et al., 2014).
Técnicas de sincrotron sdo centrais em muitos campos, como na fisica da matéria condensada e

materiais.
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2.3 Espalhamento

Considere uma onda de raios X de amplitude E, e comprimento de onda A intera-
gindo com um elétron livre localizado na origem. A direcdo de incidente é kede espalhamento
é K/, com |k| = [K| = 27/A = w/c, onde w é a frequéncia angular. O campo elétrico faz o
elétron oscilar, que por sua vez, emite radiacdo, ou seja, o elétron espalha parte da radiacao
incidente. Conforme tratado em detalhes em Morelhdo (2016), a amplitude espalhada por uma
carga acelerada € obtida resolvendo as equagdes de Maxwell. O campo elétrico espalhado por
um elétron e observado no ponto P, localizado por 7, é descrito em func¢io do tempo ¢,

o Li(wi—K'7)

E,= —r,PEp——, (2.2)
r

onde r, é o raio cléssico do elétron [r, = 2,817940 x10~1 m] e P é o fator de polarizacao
vetorial. O sinal negativo indica que a onda espalhada tem uma defasagem de 180 graus com
relacdo a onda incidente. Para raios X ndo polarizados a intensidade espalhada € proporcional ao

fator de polarizagao

=

1 +cos226
Fp=(PP)=——"—

> ) (2.3)
onde 260 ¢é o angulo entre as dire¢des de incidéncia e espalhamento.
Agora, considere a onda de raios X interagindo com um atomo. O espalhamento
dos raios X por cada elétron do atomo resulta num fendmeno de difracao. O fator de espalha-
mento atémico f, é a razdo entre a amplitude resultante espalhada pelo 4tomo e a amplitude
espalhada por um tnico elétron. Considerando a distribui¢ao de elétrons nos 4&tomos como uma
funcdo de densidade volumétrica esférica, o fator de espalhamento atdmico de Thomson é 4.
Este independe da orientacdo do 4&tomo e seu comportamento pode ser descrito em termos da
magnitude do vetor de espalhamento Q (= 4msin 6 /1), conforme ilustrado na Figura 3. Quando
Q € proximo de zero — pequeno angulo de espalhamento ou comprimento de onda muito grande
— o fator de espalhamento de Thomson € aproximadamente o nimero de elétrons no dtomo.
Os elétrons do carogo do dtomo, ao interagirem com fétons de raios X, podem
absorvé-los e saltar para um estado quantico disponivel nos arredores do dtomo, sendo estados
discretos de elétron ligado ou continuos de elétron livre em arranjos atdomicos. Estimulado pelo
campo da onda incidente, o elétron retorna ao seu nivel inicial, emitindo um féton com a mesma
energia, mas defasado de 90 graus com relacio a onda incidente. Essa defasagem no processo

ressonante resulta em termos de correcao real e imagindrio no fator de espalhamento atdomico,
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Figura 3 — Comportamento do fator de espalhamento atdmico de Thomson com a magnitude do vetor de espalha-
mento. f7 em fungdo de Q (= 4msinf/A) para os elementos Cobre, Manganés, Manganés +4 e Oxigénio. Para
0 =0, f? ¢ igual ao nimero de elétrons no atomo. Com o aumento de Q a ionizagdo perde a relevancia, como no
manganés e manganés +4. O espalhamento é constante para determinada reflexdo, pois Q = 27 /d.

30 T T T T T T T T T

20

f4 (elétron)

—_
(=)

QA

Fonte: Dados de Brown et al. (2005).

chamados de correcdo por dispersdo andomala,
fa=f1+f+if". (24)

Os valores de f’ e f” dependem da energia dos fétons de raios X incidentes e sdo tabelados
para atomos isolados (CHANTLER et al., 2005). Essas corre¢des sdo pequenas, exceto para
energias proximas as bordas de absor¢do. As quantidades f” e f” sdo relacionados pela relagdo

de Kramers-Kronig (LUCARINI et al., 2005).

2.4 Refracao e absorcao

Considere uma onda de raios X se propagando em um meio isotrépico com coefici-
ente de absorcao linear . A absorcdo linear € a soma de todos os processos que atenuam 0s
raios X: absorc¢ao fotoelétrica, espalhamento coerente e incoerente. Os raios X tem amplitude
inicial Ey, percorrida uma distancia P sua amplitude cai para Ep. Essa atenuacdo é quantificada

pelo g e é relacionada pela lei de Lambert-Beer,

Ep= Eoexp(—/,LOP/2). (25)
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A eletronica e a organizacdo dos 4tomos no material causam pequenas alteracdes no coeficiente
de absorc¢do linear. De maneira simplificada, os féton-elétrons criados quando elétrons de carogo
absorvem os fotons de raios X se propagam como ondas esféricas e sdo espalhados pelos dtomos
vizinhos, gerando interferéncia que resulta numa pequena alteracao no coeficiente de absor¢do
linear. O comportamento com a energia dos fétons de raios X incidentes fornece informagdes
sobre a eletronica e a organiza¢do dos dtomos no material (KONINGSBERGER et al., 2000).

Agora, considere uma onda de raios X cruzando a interface entre dois meios isotro-
picos diferentes. No meio 1, a onda tem velocidade de fase v| e incide no plano da interface sob
um angulo de 6;. No meio 2, a onda tem velocidade de fase v; e refrata sob um angulo de 6. Os
angulos 0; e 6, foram escolhidos convenientemente com relacao ao plano da interface, conforme
ilustrado na Figura 4. O indice de refracao real representa o fator pelo qual a velocidade de fase
v da onda eletromagnética se propagando em um meio isotropico muda com relac¢do a velocidade
da luz no vécuo c, escrito matematicamente como 11 = ¢/v. A lei de Snell ou lei da refragdo
relaciona o desvio sofrido nos angulos de incidéncia e refracdo com a razdo entre os indices de
refracdo, velocidades de fase ou comprimentos de onda,

cosbp _m_vi_ A
COS@Z a ™ _V2 _12'

(2.6)

O indice de refracao complexo carrega o indice de refracdo e o coeficiente de

absorcao linear,

N=n-+ik=1-38+ik. (2.7)

Figura 4 — Representacdo geométrica da refragdo. Os meios 1 e 2 tem, respectivamente, indice de refracdo 1y e 1,
com 11 > 1. Os raios X se propagando no meio 1 incidem no plano da interface entre os meios sob um angulo de
0, e sdo refratados sob um angulo de 6. Os comprimentos de onda nos meios 1 e 2 sdo, respectivamente, A; € 4.

i 0, meio 1
n2

meio 2

Fonte: Autor.
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A parte real 1 é o indice de refragdo, que também pode ser expresso como 1 — &. O incremento no
indice de refragao real pode ser expresso usando a soma da parte real dos fatores de espalhamento
atomicos dos atomos da cela unitaria F({e,
2

5= %Ff , (2.8)
onde V, é volume da cela unitaria. Para raios X, a quantidade 6 é da ordem de 106 (EWALD,
1962), portanto o indice de refracdo € préximo de um. A quantidade Kk pode ser expresso usando
a soma da parte imagindria dos fatores de espalhamento atdmicos dos dtomos da cela unitéria F

como k = (r,A?/2xV,)F}. Usando a relagdo 1y = 47k /A resultado em

or,
o= 2t 2.9)

c
A parte imagindria do fator de espalhamento atomico decresce com o quadrado da energia e
cresce com a quarta poténcia do nimero atdmico, conforme ilustrado na Figura 5. Portanto, o
coeficiente de absor¢iio decresce com o inverso da terceira poténcia da energia [1/E?].
Figura 5 — Comportamento da parte imagindria do fator de espalhamento atdmico com a energia do feixe incidente.
f"E?/Z* em funcio de E para os elementos Oxigénio, Manganés, Cobre e Lantinio, onde Z é o nimero atdmico. A

quantidade f"E?/Z* se comporta de maneira aproximadamente constante, com incrementos nas bordas de absor¢io,
portanto f” é proporcional 4 Z*/E2.

raios x duros

raios X moles

103: T T T T T T LN B I T T ""'H_
= ]
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5
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Fonte: Dados de Chantler et al. (2005).
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2.5 Teoria cinematica

A teoria cinematica de Laue (FRIEDRICH et al., 1913; LAUE, 1913; LAUE; TANK,
1913) foi a primeira descri¢do tedrica da difragdo de raios em cristais, juntamente com sua
descoberta. Ela considera apenas o espalhamento dos raios X incidentes, desprezando os
multiplos espalhamentos que os raios X possam sofrer. Também despreza a perda de energia
sofrida nos espalhamentos, violando assim a lei de conservacao da energia. Ela descreve a
difracdo de raios X em cristais pequenos, nos quais os efeitos de extin¢gdo primdria e absor¢cao
linear podem ser desprezados.

Considere a difragdo de raios X, de comprimento de onda A, por um cristal pequeno
no caso Bragg simétrico. O cristal tem espessura D, sendo formado por M planos separados
por uma distancia interplanar d. No caso Bragg simétrico, os planos sao paralelos a superficie
do cristal, e os angulos de incidéncia e reflexdo com relagdo a superficie sdo iguais, conforme
ilustrado na Figura 6. Quando a diferenca de fase entre os raios X espalhados por dois planos
consecutivos € igual a um multiplo inteiro n do comprimento de onda ocorre interferéncia

construtiva e a reflexdo pode ser observado no angulo de Bragg 0p, dado pela lei de Bragg,
nA = 2dsin 6p. (2.10)
A distancia interplanar é determinada pelos parametros de rede e pelos indices de Miller hkl.

Figura 6 — Representacdo geométrica da lei de Bragg. As ondas espalhadas no mesmo plano interferem construtiva-
mente. As ondas espalhadas por planos consecutivos — por exemplo, os planos 0 e 1 — interferem construtivamente
quando a diferenga de caminho ABC for igual a um mudltiplo inteiro do comprimento de onda A, o que ocorre no
angulo de Bragg 0p.

A
7)
0 B ~
|
'd
. v
2

Fonte: Autor.
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Quando a lei de Bragg ¢ satisfeita ocorre interferéncia construtiva entre os raios X
espalhados pelos planos, no entanto, a intensidade da reflexdo depende do espalhamento da cela

unitaria nessa dire¢do, que € quantificado pelo fator de estrutura, dado por
Fy =Y fiexp(2milhx; + ky; + Izi]), 2.11)

onde f; e (x;,yi,z;) sdo, respectivamente, o fator de espalhamento atdmico e as coordenadas
fraciondrias do i-€simo dtomo da cela unitdria. A intensidade da reflexdo ou intensidade integrada
cinemdtica € proporcional a espessura do cristal € ao médulo quadrado do fator de estrutura
(AUTHIER, 2001),

Ak . r62|FH|2 A3D 1—|—COS2 Op
Iy V.2 sin@psin26p 2 ’

(2.12)

Em um agregado policristalino espesso a atenuacao dos raios X € provocada unicamente pela

absorc¢do linear, e a intensidade integrada é dada por

Ag B I’ez|FH|2 A3 1—|—COS2 Op 2.13)
Iv V.2 2upsin26p 2 ‘ ‘
O fator de estrutura € a transformada de Fourier da densidade eletronica da cela unitdria. Fazendo
a transformada inversa pode-se obter a densidade eletronica, resolvendo assim a estrutura
cristalina (EWALD, 1914; SHELDRICK, 2008).

Figura 7 — Comportamento da largura do perfil cinemético com a espessura do cristal. De acordo com a equacio de
Scherrer [equacdo (2.15)] a largura do perfil cinematico Ax decresce indefinidamente com o aumento da espessura

do cristal D, no entanto, essa relacdo sé é valida para cristais pequenos. No inserte, o perfil cinemético [equacio
(2.14)].

Ak

Ik | meia

Ax altura

Fonte: Autor.
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Se afastando do angulo de Bragg ocorre interferéncia parcialmente construtiva até
totalmente destrutiva. Isso faz com que a reflexdao tenha forma bem caracteristica, nomeada de
perfil de difracdo. O perfil cinemadtico para uma varreduraem € = 0 — 0p é

sin?(27wDe cos O/ A.)
(2mecosOg/A)?

K~ (2.14)

A largura a meia altura do perfil cinematico é inversamente proporcional a espessura do cristal,

dada pela equacdo de Scherrer,

KA

20 = ——
K Dcos 0g’

(2.15)

conforme ilustrado na Figura 7. O fator de forma de Scherrer K € igual a 0,89 para cristais
ctiibicos (SCHERRER, 1918; STOKES; WILSON, 1942; JAMES, 1962). A equacdo de Scherrer

€ muito usado para estimar o tamanho de nanocristais.

2.6 Teoria dinamica

A teoria dindmica de Darwin (DARWIN, 1914a; DARWIN, 1914b) considera os
multiplos espalhamentos de maneira geométrica, satisfazendo a lei da conservagdo da energia. A
teoria dinamica de Laue (LAUE, 1931) resolve as equa¢des de Maxwell em um meio dielétrico
periddico, sendo uma teoria mais geral (EWALD, 1962). Esta secio apresenta essas duas teorias
dindmicas, enfatizando as expressoes da intensidade difratada para o caso Bragg simétrico.

A teoria dindmica de Darwin considera a difracdo de raios X por um cristal perfeito,
descrevendo essencialmente o efeito da extincdo primdria na intensidade difratada, que € a
atenuacdo dos raios X na condi¢do de Bragg devido aos multiplos espalhamentos. Pode ser
entendida da seguinte forma, conforme ilustrado na Figura 8. O feixe de raios X incide no cristal
sob um angulo, tal que satisfaz a lei de Bragg. O feixe ¢ refletido enquanto penetra no cristal,
provocando uma atenuagao causada pela perda de energia no espalhamento. O feixe refletido por
um determinado plano faz um angulo de 6p com os planos acima, sendo refletido uma segunda
vez por cada um desses planos, e assim por diante. Em cada reflexdo sofrem uma mudanca
de fase de m/2. As duplas reflexdes somam uma mudanga de fase 7 causando interferéncia
totalmente destrutiva, atenuando ainda mais os raios X. Quanto maior o cristal, mais numerosas

serdo as duplas reflexdes e maior serd a atenuagdo causada pela extingao.
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Figura 8 — Representagcdo geométrica da extingdo primdria. Para um cristal de quatro planos, o plano 1 € responsével
por refletir para o plano 0, causando apenas uma reflexdo dupla. O plano 2 reflete para os planos 1 e 0 causando
duas reflexdes duplas. O plano 3 reflete para os planos 2, 1 e 0, causando trés reflexdes duplas.

Iy Ip

OB

3 \
Fonte: Adaptado de Warren (1990).

Segundo a teoria dindmica de Darwin, a intensidade difratada por um cristal espesso

para o caso Bragg simétrico ¢ (WARREN, 1990)

1, para | —Ay| <AL/2,

§ (’E—AnH\/(S—An)Z—(5/2)2)27

para |e —Ap| > AL /2. (2.16)

Onde A}, € a largura intrinseca de extin¢@o ou largura de Darwin,

; 2r, A2

-  |F 2.17
b 7rVCsin263|H|’ (2.17)

e Ay € o deslocamento da reflexdo causado pela refragdo,

reA? R
n= TVosin265 0 (2.18)
A intensidade difratada da teoria dindmica de Darwin para cristal espesso tem forma peculiar
de chapéu, largura a maxima altura descrita pela largura de Darwin e um deslocamento com
relacdo ao angulo de Bragg causado pela refracio, conforme mostrada na Figura 9. A intensidade

integrada é

AL 4 8reA?
i L\ S ) 2.19
b 3P 37rVCsin263| | (2.19)

Na teoria dindmica de Laue as equagdes de Maxwell sdo resolvidas em um meio

dielétrico periddico tridimensional. Uma discussdo detalhada € feita em Zachariasen (1945) e
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Figura 9 — Intensidade difratada da teoria dindmica de Darwin para cristal espesso. A intensidade difratada [equagdo
(2.16)] tem forma de chapéu com largura na madxima altura de A}, deslocamento de Ay, e intensidade médxima de 1,
isto é, reflexdo total.

I
1 AL .
i
D | _
Iy
I
1
I
|
= |6An%; -
O

Fonte: Autor.

Authier (2001). Segundo a formulagdo de Zachariasen (1945) e a corre¢ao de Wilkins (1978), a

intensidade difratada para o caso Bragg simétrico é

I |y |2 (sin? av + sinh? aw)
I 2 2 2\ cinh2 2 2\ in2 (2.20)
Iy |g+z7[+(lg+27[+]z]7) sinh”aw — (|g + 27| — [z[7) sin"av
+Re(—z*(q+2%)1/2) sinh2aw + Im(z* (g + z2)/2) sin2av
com as abreviacdes
Y = —(reA?/aVe)Fu, (2.21)
vg = —(reA?/aVe)Fy, (2.22)
W = —(reA?/aVe)R, (2.23)
a = nD/sin6gA, (2.24)
9 = —VYuVg, (2.25)
z = &sin20p+ yy, (2.26)

v+iw = q+7z2 (2.27)

O termo Fy, presente na abreviacdo g, estd relacionado aos multiplos espalhamentos e quantifica
a extin¢do primdria. As partes real e imagindria de Fy quantificam, respectivamente, o desloca-
mento pela refracdo e a absor¢do linear. A abreviagdo z descreve a varredura em torno do angulo
de Bragg, e carrega os efeitos da refracdo e absor¢ao linear de Fy. As abreviagdes v e w carregam

q e z. A abreviacdo a estd relacionada a espessura do cristal.
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Um dos grandes sucessos da teoria dinamica de Laue foi explicar o efeito Borrmann
ou transmissdo andmala. O campo de onda de raios X no interior do cristal encontrado ao
resolver as equacdes da teoria dinAmica de Laue tem duas solugdes linearmente independentes. A
primeira solucdo € a onda de transmissdo andmala, na qual a absorcao € reduzida, dado que é uma
onda estaciondria que se propaga com os nds préximos aos planos atdmicos. A segunda solu¢ao
tem os antinds proximos aos planos, aumentando a absor¢do. Para cristais muito espessos a
segunda solucdo é quase completamente absorvida, restando apenas a primeira solucao. Na
face de saida do cristal a onda da primeira solugdo se divide em dois feixes de intensidades
aproximadamente iguais: um feixe difratado na condi¢do de Laue e outro na dire¢ao do feixe
transmitido (EWALD, 1962; DECAMP et al., 2001).

O tratamento dindmico de Laue mesmo sendo mais completo e sofisticado € menos
aplicado que o tratamento cinemadtico de Laue que é mais grosseiro, uma vez que é preferivel a

teoria mais simples que descreve satisfatoriamente o caso em estudo.
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3 DIFRACAO DE RAIOS X MOLES

Este capitulo apresenta em detalhes o desenvolvimento da teoria semi-cinemadtica da
difracdo de raios X moles em cristais. A secdo 3.1 apresenta o modelo de cristal superabsorvedor
para o caso Bragg simétrico. As se¢des 3.2 e 3.3 revisam, respectivamente, o deslocamento na
posicao da reflexdo causado pela refracdo e o espalhamento de raios X por um tnico plano. Na
secdo 3.4 € desenvolvida a expressdo da intensidade difratada semi-cinematica. A secdo 3.5
mostra o caso particular de cristal espesso, onde se destaca a largura intrinseco de absorcdo. A
secdo 3.6 apresenta a transformacao da coordenada do espago real para o espago reciproco. As
secOes 3.7 e 3.8 apresentam, respectivamente, a intensidade integrada e a largura do perfil como
uma fung¢do da espessura do cristal. A se¢do 3.9 trata da profundidade sondada na difracdo de

raios X moles.

3.1 Ciristal superabsorvedor

O cristal superabsorvedor ou fortemente absorvedor € definido como um cristal no
qual a absor¢ao linear € o efeito de atenuagdo predominante. O que ocorre em dois cendrios: 1)
em cristal imperfeito nos quais a atenuacdo dos raios X é causada unicamente pela absorcao
linear; 2) em cristal perfeito nas reflexdes que satisfazem a condigéo F > |Fy|, ou seja, nas
quais a absorc¢do linear é muito maior que a extingdo primdria. Na faixa de energia dos raios X
moles os efeitos da absor¢do linear na difracdo sao realgados. Por esse motivo nomeamos como
difrac@o de raios X moles. O modelo de interacio dos raios X com cristal € o semi-cinemdtico —
uma extensao do modelo da teoria cinemadtica considerando a refracdo e absor¢do linear. Esse
modelo ja foi empregado com sucesso na difracdo de raios X para multicamadas (PIETSCH et
al., 2004).

Consideramos a difrac@o de raios X moles por um cristal de placas planas paralelas
de indice de refragdo real 1, coeficiente de absor¢ao linear i (indice de refragdao complexo N)
e espessura D no caso Bragg simétrico, conforme ilustrado na Figura 10. O cristal € formado
por M planos atomicos paralelos a superficie, com poder de espalhamento f e separados por
uma distancia interplanar d. O experimento € realizado no vacuo, que tem indice de refracdo
complexo igual a 1. A refragdo provoca uma mudanca na dire¢do e no comprimento de onda,
mudando a fase dos raios X em comparacgdo ao caso sem refracdo. Como consequéncia o perfil de

difragdo € observado na posi¢ao O, diferente da posi¢ao de Bragg sem refracdo. A intensidade
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Figura 10 — Representacdo geométrica da difragao/refracio de raios X por um cristal para o caso Bragg simétrico.
O cristal tem indice de refragdo real 1, coeficiente de absorcdo linear g e espessura D. E formado por M planos
atomicos paralelos a superficie com poder de espalhamento f e separados por uma distancia interplanar d. O
comprimento de onda dos raios X incidentes é A e no interior do cristal é A’. O 4ngulo de reflexdo externa é 6k €
interno € 6. A Absorgdo linear ocorre ao longo do caminho ABC. A diferenca de fase entre as ondas espalhadas na
superficie e no m-ésimo plano é 2t(ABC/A’ — DEF/A).
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Fonte: Autor.

difratada € o resultado da interferéncia dos raios X espalhados por todos os planos do cristal e

pela atenuagdo com a penetragdo causada pela absor¢ao linear.

3.2 Deslocamento pela refracio

A refracdo provoca uma mudanga na fase das ondas de raios X em comparagao ao
caso sem refracdo. Como consequéncia a reflexdo é observada em uma posi¢ao ligeiramente
diferente da posicao prevista pela lei de Bragg sem refracdo. Esta secdo apresenta uma revisao
detalhada das consequéncias da refracio na fase dos raios X espalhados e na posi¢do na qual a
reflex@o € observada, seguindo o desenvolvimento de Compton e Allison (1947). Inicialmente,
sdo obtidos os caminhos percorridos pelos raios X espalhados na superficie do cristal e no
m-ésimo plano. Em seguida, a diferenca de fase e a lei de Bragg com refracdo. Por fim, o
deslocamento da reflexdo causado pela refracao.

O caminho percorrido no interior do cristal pela onda espalhada no m-ésimo plano é
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P, = ABC. Do tridngulo retdngulo BCE, conforme ilustrado na Figura 10,
P, = 2dm/ sin 6j. (3.1)

Ao longo desse caminho os raios X s@o absorvidos.
O caminho percorrido no vidcuo em comparagdo com o caminho percorrido no

interior do cristal € P,, = DEF. Do tridngulo CEF, conforme ilustrado na Figura 10,

P,, = 2CEcos 6. (3.2)
Do triangulo CEF,
CE = dm/ tan 6} = dmcos 0/ sin 6. (3.3)

Das duas equagdes acima,
Py, = 2dmcos Og cos Oy, / sin 0. (3.4)

Para expressar P, apenas em termos do angulo de reflexdo interno, o angulo de reflexdo externo

foi substituido pelo interno conforme a lei de Snell [equagdo (2.6)],
P,, = 2ndmcos® 6}/ sin 6. (3.5)

A diferenca de fase entre os raios X espalhados no plano da superficie (m = 0) e no
m-ésimo plano do cristal € igual a diferenca entre os caminhos percorridos multiplicado pelo

respectivo nimero de onda,

O =27(Pl, /A — Py /A). (3.6)
Substituindo P, [equagdo (3.1)] e P, [equagdo (3.5)],

O = 27m(2dm /A’ sin O — 2ndmcos® O /A sin Oy). (3.7)

Em experimentos, apenas o comprimento de onda incidente é conhecido. Por isso, o comprimento
de onda no interior do cristal foi substituido pelo incidente conforme a lei de Snell [equacdo

(2.6)1,
O = 27(2ndm /A sin 0 — 2ndmcos® O /A sin 6). (3.8)
Resolvendo, resulta na diferenca de fase em termos do angulo de reflexd@o interno,

O = 4N dmsin Oy /. (3.9)
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Experimentos de difracdo de raios X sdo realizadas medindo o angulo de espalha-
mento, isto é, o angulo de reflexdo externo. Portanto, € mais conveniente expressar a diferenca
de caminho em termos de Og. Para isso, inicialmente, substituindo a identidade trigonométrica

fundamental,

Om = 4nndmy/ 1 —cos? 64/ A. (3.10)

Substituindo o angulo de reflexd@o interno pelo externo conforme a lei de Sell [equagdo (2.6)],

O = 4mndmy /1 — cos? 6 /112 /2. G.11)

Introduzindo 7 no radical,

O = 4dm~/N? —cos2 O /A. (3.12)

Substituindon =1 -6,

Om = 47dmr/1 — 28 + 8% — cos? O/ A. (3.13)
Desprezando o termo de segunda ordem 82, pois § é muito pequeno, e resolvendo,
O = 4mdmA/ sin® O — 28 /2. (3.14)

Extraindo sin? Or do radical,

O = 4mdmsin GR\/I —28/sin” O/ A. (3.15)

Aproximando o radical pela expansdo em série de Taylor até primeira ordem, /1 —a=1—a/2
[equacdo (A.3)] com a =26/ sin’ O, resulta na diferenca de fase em termos do angulo de

reflexao externo,
Om = 4dmsin Og(1 — 8/ sin” 6g) /A (3.16)

Essa aproximacao € valida para O suficientemente grande, ndao sendo vélida, por exemplo, para
espalhamentos de raios X a baixo angulo (Small Angle X-ray Scattering: SAXS).

Quando a diferenca de fase entre os raios X espalhados por dois planos consecutivos
¢ um multiplo inteiro de 27 ocorre interferéncia totalmente construtiva, e a reflexdo pode ser
observada. Para os dois primeiros planos, ¢,, pode ser obtida de maneira simples fazendo m = 1.

Substituindo ¢, = 27n na equagdo (3.16) param = 1,

27tn = 4md sin Og(1 — 8/ sin® Og) /A (3.17)
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Resolvendo para nA, resulta na lei de Bragg com refragdo em termos do angulo de reflexdo

externo.
nA = 2dsin Og(1 — 8 /sin® Og). (3.18)

De maneira semelhante, a lei de Bragg com refragdo pode ser escrita em termos do

angulo de reflexdo interno. Substituindo ¢,, = 27n na equacdo (3.9) param = 1,

27tn = 4ndsinOp(1 —8)/A. (3.19)
Resolvendo para nA,

nA = 2dsinOj(1—§). (3.20)

O deslocamento da reflexdo causado pela refracdo com relacao ao angulo de Bragg

sem refracdo, conforme a Figura 11, é dado por
Ay = 6g — 6p. (3.21)

O deslocamento Ay € obtido comparando a lei de Bragg sem refragio [equagdo (2.10)] com a lei

de Bragg com refracdo em termos do angulo externo [equagdo (3.18)],
nA/2d = sin O = sin Og(1 — &/ sin” ). (3.22)

Figura 11 — Representacdo do deslocamento da reflexdo causado pela refracdo. A reflexdo é observada no angulo de
reflexdo externo Og, deslocada A, do 4ngulo de Bragg sem refragdo 5.

Fonte: Autor.
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Substituindo 6g = 6p + Ay [equagdo (3.21)],

sinOp = sin(6p +Ap) — 0 /sin(6p + Ap). (3.23)
Do seno da soma para Ay pequeno, sin(6p + Ay) = sin 6 + Ay cos 0,

sin O = sin O + Ay cos O — 8 /(sin Op + Ay cos Op). (3.24)
Resolvendo para 9,

Ap sin O cos O — Ar,z cos? 0z = 8. (3.25)

Usando sin26p = 2 sin Op cos Op, e desprezando o termo de segunda ordem Anz, pois Ap € muito

pequeno,
Ap =28/sin26p. (3.26)

Esse resultado foi obtido primeiro por Darwin (1914a). Para dngulo incidente rasante e normal,
Ay € maximo, tendendo ao infinito. Em 6 = 45° Ay € minimo e igual a 28, conforme ilustrado
na Figura 12. Substituindo 8 [equacéo (2.8)] resulta no deslocamento da reflexdo em termos da
parte real do fator de estrutura para a reflexao (000),

red2 R

A a— 3.27
T 1V.sin26g °© (3:27)

De maneira semelhante, substituindo 6p = 6g — Ay [equagdo (3.21)] na equag@do

(3.22),

sin(6g — Ap) = sinfg — 8/ sin 6y (3.28)
Do seno da diferenca para A, pequeno, sin(6p — Ay ) = sin g — Ay, cos O,

sin g — Ay cos Op = sin Og — &/ sin Og. (3.29)
Resolvendo para Ay, e usando sin26g = 2sin Og cos 6.

Ap =26/sin26g. (3.30)

Comparando as equagoes (3.26) e (3.30), verifica-se que as expressdes para Ay em termos de 6 e
Or (= 6p+ Ay) sdo iguais. Portanto, as fungdes trigonométricas de 0 e Og sdo aproximadamente

iguais, pois Ay € muito pequeno.
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Figura 12 — Comportamento do deslocamento da reflexdo causado pela refragdo com o angulo de Bragg. Em azul a
diferenca entre o angulo de reflexdo externo e o dngulo de Bragg sem refracdo Ay, em vermelho a diferenca entre o
angulo de reflexdo interno e o angulo de Bragg sem refracio A;7 , e em cinza a diferenca entre o Angulo de reflexdo
externo e o angulo de reflexdo interno Ag. O inserte ilustra cada grandeza.
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Fonte: Autor.

Também € obtida a diferenca entre o angulo de reflex@o interno e o angulo de Bragg

sem refracdo, dado por
A'n = 9,@—93. (3.31)

Comparando a lei de Bragg sem refracao [equagdo (2.10)] com a lei de Bragg com refracao em

termos do angulo de reflexdo interno [equacgdo (3.20)],

nA /2d = sinOp = sinO5(1 — §). (3.32)
Substituindo 6 = 6 +A;1 [equacgdo (3.31)],

sinOg = sin(9R+A’n)(1 —9). (3.33)
Usando o seno da soma para A}, muito pequeno, sin(8p + A} ) = sin 8 + A;, cos 63,

sin Op = (sin O +A;7 cosOg)(1—09). (3.34)
Resolvendo,

A% cos O = 6sin O + 6A;7 cos 0. (3.35)
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Desprezando o termo de segunda ordem SA’,, pois & e A’n sd0 muito pequenos,
A% = Otan Op. (3.36)

Para angulo incidente rasante, A’n ¢ zero; e para angulo incidente normal, A;? ¢ maximo, tendendo
ao infinito, conforme a Figura 12.
Para verificar a validade da aproximacgao das fungdes trigonométricas, A% foi calcu-

lado em termos de 0. Substituindo 6 = 6y — A’n [equagdo (3.31)] na equagdo (3.32),
sin(Og — Ay ) = sin (1 — 3). (3.37)
Usando o seno da diferenga para A}, muito pequeno, sin(6 — A}, ) = sin 8 — Ay, cos 6,

sin B — A7, cos O = sin O — § sin 6. (3.38)
Resolvendo para Al

A’n = S tan Op,. (3.39)

Comparando as equagdes (3.36) e (3.39), verifica-se que as fungdes trigonométricas para 6p e 6
(= 6p+ A%) também sdo iguais, pois A;] € muito pequeno. Generalizando, a adi¢do ou subtra¢do
de pequenas quantidades como Ay € A’n ndo altera significativamente as func¢des trigonométricas.

Por completeza, a diferenca entre os angulos de reflexdo interno e externo também ¢é

obtida,

Ag = GR—OI’-‘,:A,, —A’n. (3.40)
Substituindo as equagdes (3.26) e (3.36),

Agr =26 /sin26p — S tan 6. (3.41)

Usando sin26g = 2sin Oz cos 63,

Ag = 8/ cos Opsin O — & sin O/ cos Op. (3.42)
Resolvendo,
Ag = 8/ tan 0. (3.43)

Para angulo incidente rasante, Az € maximo, tendendo ao infinito, e para angulo incidente normal,

Apg € zero, conforme a Figura 12.
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3.3 Espalhamento por um plano

Esta secdo apresenta uma revisdo detalhada do espalhamento por um dnico plano,
conforme apresentado por Warren (1990). Considerando o cristal — anteriormente descrito na
secdo 3.1 — com cela unitdria de volume V., formado por planos paralelos a superficie com
distancia interplanar d e fator de estrutura para essa reflexdo Fy. Para facilitar os cdlculos, o
plano atdomico e seu ponto central coincidem, respectivamente, com o plano xy e a origem do
sistema de coordenadas. Uma fonte S que emite raios X paralelos de comprimento de onda A é
posicionada no plano xz sob um angulo de incidéncia Op e distante R com relacdo a origem. Um
detector pontual P é posicionado também no xz sob um angulo de reflexdo 8p e distante » com
relagdo a origem. Os angulos de incidéncia e reflex@o satisfazem a lei de Bragg sem reflexao.
O feixe de raios X banha todo o plano, cujas dimensdes em x € y sdo muito maiores que A. O
caminho percorrido pelos raios X espalhados na origem € R + r, enquanto os raios X espalhados
no ponto (x,y) percorrem um caminho Ry + ry,. Conforme ilustrado na Figura 13.

O poder de espalhamento de um plano € dado pela interferéncia dos raios X espalha-

Figura 13 — Representa¢do geométrica do espalhamento por um plano atdmico. O plano atdmico estd localizado no
plano xy. Os raios X paralelos da fonte S incidem no plano atdmico, sdo espalhados e observado no ponto P. Os
raios X espalhados na origem, sob um angulo de incidéncia e reflexdo de 0p, percorrem um caminho R + r. Os raios
X espalhados pelo elemento infinitesimal de volume na posi¢do (x,y) percorrem um caminho Ry + ryy.

Fonte: Adaptado de Warren (1990).
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dos por todo o plano. Ele é obtido somando as contribui¢des de cada elemento infinitesimal de
volume d f localizado em (x,y), que percorre uma diferenca de caminho da fonte S ao detector P
de P,y com relagdo aos raios X espalhados na origem. Os raios X sdo representados como uma

onda plana,

X y/ 27[
f= /_ ) /_ Lo <17ny> df. (3.44)

Para calcular o poder de espalhamento do plano, inicialmente, € calculado o caminho
percorrido pelos raios X espalhados na posi¢do (x,y) do plano atdmico. O caminho percorrido
pelos raios X emitidos na fonte S de raios X paralelos até a posi¢do (x,y) do plano atdmico

independe de y e varia com xcos 0p,
R, = R+ xcos 6p. (3.45)

O caminho percorrido pelos raios X espalhados em (x,y) até o detector pontual P é
igual a0 médulo do vetor que indica a posi¢ao do detector com relagdo a posigdo (x,y). Esse

vetor é
Iy = (rcos Op — x)i+yj -+ rsin pk. (3.46)

Fazendo o médulo quadrado,

rxy2 = (rcos6p — x)2 +y? + (rsin 93)2. (3.47)
Resolvendo,
rxy2 = r? — 2rxcos Op +x° +y2. (3.48)

Evidenciado 2 e radiciando,

2xcos 0 X2 2
1T 09
r r

r

Aproximando o radical pela expansdo em série de Taylor até segunda ordem /1 +a = (1 +
a/2—a?/8) [equagio (A.3)], com a = (—2xcos O /r+x%/r*> +y? /r?), pois x/r e y/r sdo muito

pequenos,

1 2xcos 6, 2 2 1 2xcos 0 2 2\ 2
1+-(—u+"—2+y )——(—uan—ery) . (3.50)

oy =T - -
Y 2 r r r? 8 r r r?
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Resolvendo,
| xcos Og x2 y2 x%cos? Op
Tey = 1r|1-— sstss— =3 —
v r 2r2  2r2 2r?
3 2 4 2.2 A4
x’cosOp xy“cosOp x* 2x
TR ke A 3.51)
2r 2r r rt rt
Desprezando os termos de terceira e quarta ordem em x e y,
2 qin2 2
x“sin” 0
Fyy = I —XCOS GB+—B+y. (3.52)

2r

Como o interesse € apenas a diferenca de caminho entre os raios X espalhados na

posicdo (x,y) com relagdo aos raios X espalhados na origem,
Py =Ri+ry— (R+7). (3.53)

Substituindo R, e r,y, respectivamente, equagdes (3.45) e (3.52),

2 i 0 2
ny:R—l-XCOSQB—l-r—XCOS@B—i—xsmz—Bﬂ—R—r. (3.54)
r
Resolvendo,
2 w32 0 2
= M' (3.55)

v 2r
Para uma reflexdo com fator de estrutura Fy e distancia interplanar d, o poder de
espalhamento de um elemento infinitesimal de volume desse plano d dxdy é

lreFH
df = —
f r 'V,

C

ddxdy. (3.56)

Onde 1/r é o comportamento da amplitude espalhada com a distancia ao detector. Da lei de
Bragg sem refracdo [equacgdo (2.10)],

df =Ll A
r V. 2sinfp

dxdy. (3.57)

Substituindo Py e d f — respectivamente, equagdes (3.55) e (3.57) — na expressdo

do espalhamento de um plano [equagdo (3.44)],

Xy 2 x2sin? O +y2\ L r.Fy A
= = - dxdy. 3.58
/ /x//y/eXp <lﬂu 2 )r V. 2singp (3.58)

Evidenciando os termos independentes e separando as integrais,

lroFy A X Tt x%sin? O Y T y2
= - ——)d —— | dy. 3.59
! r V. 2sinBp /_x' exp (ll r x/_y/ °xp ll r Y ( )
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Substituindo u = \/2/ArxsinOg e v=/2/Ary,com du= /2 /ArsinOgdx e dv=+/2/Ardy,

lroFy A Ar 1 /”’ (ﬂ 2) lr/vl T,
_1 LY T2 auy |2 (- )d. 3.60
! r V. 2sinfg V 2 sin0Op _u,exp ZZM " 2 _V,exp ZZV Y ( )

Resolvendo,
reFy  A? /“l <7T 2) /V/ T 5
= exp | i—u” |du ex (l—v )dv. 3.61
f Ve 4 sin? O /- P 2 —v P 2 ( )

Como x’ e y sdo muito grandes, #’ e v também sdo muito grandes. Para u’ e v/ muito grandes,

pode-se usar a integral tabelada [~_exp (ina®/2)da = (1+1i), com aigual A ue v,

reFp A? . .
= —— (140 (1 +1). 3.62
/ Ve 4sin® 6 (1+0){1+0) (5.62)
Resolvendo,
I’eFH lz .
= —1. 3.63
/ Ve 2sin” g (.69

Da formula de Euler ¢/* = (cosa +isina), com a = 7/2,

. reFH A«2 i7lf/2
f= —— e "
Ve 2sin” 0p

in/2

(3.64)

O termo ¢'*/“ representa uma mudanga na fase de /2 nos raios X espalhados. Esse resultado
foi obtido primeiro por Darwin (1914a).

Na teoria dindmica de Darwin, a mudanca da fase dos raios X espalhados pelos
planos causa a extin¢do primdria. Para reflexdes duplas a diferenca de fase € 7, causando

interferéncia totalmente destrutiva e atenuando os raios X. No tratamento semi-cinematico, a

extincdo primdria é desprezada, portanto, por simplicidade, o termo da fase foi desprezado,

restando

reFH /12

= _— 3.65
/ Ve 2sin®6p (3-65)

3.4 Intensidade difratada

A teoria semi-cinematica da difracdo de raios X moles em cristais desenvolvida
neste trabalho € baseada no tratamento semi-cinematico, que consiste do tratamento cinemaético
acrescido da refracdo e da absorcdo linear. Nesse tratamento as multiplas reflexdes sao despreza-
das, consequentemente a expressao da amplitude dos raios X espalhados por cada plano € nao
recursivas, semelhante ao tratamento cinemaético, o que facilita o desenvolvimento da expressao

da intensidade difratada.
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No tratamento semi-cinemadtico, a amplitude dos raios X espalhados pelo m-€ésimo

plano € representada como uma onda plana complexa atenuada
En/Eo = fexp(—HoP,,/2+ iAdy), (3.66)

A intensidade observada, conforme o tratamento cinemaético, € dada pelo médulo quadrado da

soma das amplitudes espalhadas por todos os planos do cristal,

2 2
IIJ M—1 E,, M—1 . ‘
s Y | = fY exp(—poF,,/2+iAgy)| (3.67)
m=0 m=0

A intensidade difratada € o resultado do espalhamento pelos planos uma unica vez, da atenuagao
com a penetra¢cdo causada pela absor¢do linear e da mudanca na fase causada pela refracdo. Esta
secdo apresenta o desenvolvimento passo a passo desta equacao.

A absorc¢do linear atenua os raios X de acordo com a lei de Lambert-Beer, ja contida
na equacao (3.66). O caminho percorrido pelos raios X no cristal [equacdo (3.1)] depende do
seno do angulo de reflexdo interno e varia de forma desprezivel com as variagdes angulares A, €

€ em torno de Op, portanto pode ser aproximado por
P, = 2dm/ sin 6. (3.68)

Quando a lei de Bragg com refracdo [equacdo (3.18)] € satisfeita ocorre interferéncia
totalmente construtiva entre os raios X espalhados pelos planos, e dependendo do médulo
quadrado do fator de estrutura, pode haver reflexao na posi¢do Og. Se hé reflexdo, ao redor de 6g
ocorre interferéncia parcialmente construtiva, fazendo com que a reflexdo tenha forma e largura.
A diferenca de fase é descrita fazendo um pequeno desvio de ABg ao redor de 0. Diferenca
de fase de um multiplo inteiro de 27 podem ser simplificadas para zero, portanto € interessante
apenas a variacao da diferenca de fase entre os raios X espalhados por cada plano na posicao de

difracdo. Para isso, ¢,, [equacdo (3.16)] € derivada com relacdo a 6,

Ay, = 4dmABg cos Og /A + 4dmAORS cos Og /A sin® Og. (3.69)
Desprezando o termo de segunda ordem A6gJ, pois ABg ¢ 6 sdo muito pequenos,

A@y, = 4dmABgcos Og/A. (3.70)

E mais conveniente escrever as equacdes em fungdo do angulo de Bragg sem refracdo, pois €

facilmente obtido do comprimento de onda e da distancia interplanar. Resolvendo o sistema com



44

a equacdo (3.21), a varredura em torno do angulo externo e do angulo de Bragg sem refracao,

Ay = Ogr—6g, (3.71)
ABp = 0 — 6, (3.72)
€ = 0—0g. (3.73)
Resulta em
Abp=¢—Ay. (3.74)

Substituindo A6k na equacio (3.70),

AQy, = 4mdm(e — Ay)cos O /M. (3.75)
Como discutido anteriormente, cos Og pode ser aproximado para cos 6,

AQy, = 4mdm(e — Ay)cosOp/A. (3.76)

Substituindo f, P,, € Ady,, respectivamente as equacdes (3.65), (3.68) e (3.76), na
amplitude espalhada pelo m-ésimo plano [equacdo (3.66)],

En  reFu 2?2 ([ Hod 4rmid :| )
-m o _ — ex — + ——(e—Ap)cosOg|m |. 3.77
Eo V. 2sin’6, (€= An)cos 6 G717

sin Op A
A amplitude difratada € o resultado da interferéncia dos raios X espalhados por todo o cristal,

obtida da soma das amplitudes espalhadas pelos M planos,

E 2 M—1 .
Ey _ reFu A Z exp < [_ Uod  4mid

sin O + A

€—Ap)cosOg|m]). 3.78
Eo V. 2sin’6g (e =4n) B} ) (3.78)

m=0

Usando a soma da progressdo geométrica finita, Y"1 e®" = (e®M —1)/(e“ — 1) [equagdio

(A.11)] com a = (—pod/sin Op +4mid(e — Ay)cosOg /1),

Ey reFy  A*  exp([—pod/sin6p +4mid(e — Ay)cos 65 /A]M) — 1
Ey V. 2sin®6g exp(—Hod/sinOp+4mid(e —Ap)cosOp/A) — 1

(3.79)

Para simplificar, a dependéncia de d € eliminada fazendo dM = D no numerador e usando a lei

de Bragg sem refracao [equacdo (2.10)] no denominador,

Ey reFy  A* exp(—HoD/sin6p +4miD(e — Ay)cosBp/A) — 1

- A , . (3.80)
Ey Ve 2sin“0p exp(—poA/2sin” Op+2mi(e — Ay)cotOp) — 1
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O argumento da exponencial no denominador é pequeno, portanto pode ser aproximada pela
sua expansdo em série de Taylor até primeira ordem, ¢* = (1 +a) [equacdo (A.4)] com a =
(—UoA /25sin? O + i27(€ — A ) cot ),

Ey reFy A*  exp(—HoD/sin6p +4miD(e — Ay)cosBp/A) — 1
Ey V. 2sin’6p — oA /25sin* B + 27i(€ — Ay) cot Op '

(3.81)

Em experimentos mede-se a intensidade difratada, que é proporcional ao médulo
2

quadrado da amplitude difratada. Fazendo 1, /Iy = |Ey, /Eo
1 +exp(—2upD/sin 6p)

I rP|Ful* A4 —2exp (—uoD/ sinOp) cos(4wD(€ — Ay)cos 6p/A) (3.82)
Iy V.2 4sin*6g (HoA /2sin® B)2 + (27(€ — Ay ) cot Bp)2 ' '
Evidenciando (oA /2sin? 6p)? para simplificar,
1 +exp(—2upD/sin6p)

Iy rP|Fg)* A2 —2exp(—MoD/sin 6)cos(47D (€ — Ay ) cos O/ 2) (3.83)
Iy V.2 up? 1+ (27(e — Ap) sin26p/ oA )? '
Substituindo o Ly [equacdo (2.9)] no primeiro termo da equacao,

1 +exp(—2upD/ sin 6p)
Iy |Fu|*>  —2exp(—moD/sin6Og)cos(4nD(e — Ap)cos Op/A) (3.84)

Iy 4F(§’2 1+ (27(e — Ay)sin26p/ oA )?
Esta € a expressdo geral da intensidade difratada semi-cinematica que descreve a técnica de
espalhamento ressonante de raios x moles por um cristal de qualquer espessura. A partir da
equacdo (3.83) sdo obtidas outras expressdes: o caso particular para cristal espesso, a largura
intrinseca de absor¢do, a largura integral semi-cinemética como fun¢do da espessura, entre
outros.

A equacio (3.83) ainda pode ser expressa de outra forma, onde a expressao do perfil
é simplificada. Evidenciando exp (— oD/ sin 6p),

exp (LoD / sin Op) + exp (— oD/ sin Op)

Iy r?|Ful* A? —2cos(4nD(e — Ay)cosOp/A)

= — —UoD/sin 6 3.85
IO ch ‘uoz eXP( Ho /Sln B) 1+<27T(S_A17)Sln293/‘u01)2 ( )
Usando 2cosha = (e +e™“) com a = YyD/ sin 6,

cosh (upD/ sin 6p)
Ly r2|Fu)? A? , —cos(4nD(e — Ap)cos O /1)
== —52 —uoD 6 . 3.86
o~ vz g2l oP(—HoD/sinbp) 1+ (27(€ — Ay ) sin 205/ oA ) (3.86)
Substituindo o Ly [equacdo (2.9)] no primeiro termo da equacao,
I, |Ful? h (uoD/sin 6g) — cos(4wD(e — A Op/A
I VPl exp (— oD sin ) S0P/ 5101 6p) — cos(dnD(e —An)cosB/A) 5 g,
I 4F]

1+ (27(e — Ay)sin26p/ oA )?
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Para o caso particular de zero absor¢io linear e zero refracdao na expressao geral da
intensidade difratada semi-cinematica a intensidade difratada cinematica Ix € obtida. Fazendo
to =0e 6 =0 (Ay = 0) na equagio (3.82),

Ix _r’|Fyl> A% 2-—2cos(4mDecosbp/A)

= . 3.88

I V.2 4sin* 0 (2me cot Bp)> (3-88)
Usando 2sin%a = 1 — cos2a, com a = 27tDE€ cos 0/,

Ik _ r2|Fy|> A% sin?(2mDecos 6p/A) (3.89)

Iy ch sin? Op (271'8 cos 93/1)2
Esta € a expressdao da intensidade difratada cinemaética considerando uma fonte de raios X
paralelos, detector pontual e cristal de planas paralelas de pequena espessura.

As vdrias teorias da difracdo de raios X abrangem muitos casos: cristais perfeitos
ou com defeitos, cristais pequenos, finitos ou espessos, refracdo, extingdo priméria ou absor¢ao
linear, entre outros. Teorias que descrevem uma grande quantidade de casos sao matematicamente
complexas dificultando sua aplicacdo, como por exemplo, a teoria dindmica de Laue. Ao tratar
de casos particulares pode-se usar aproximagdes para simplificar as expressdes, como na teoria
cinemadtica de Laue e na teoria dinamica de Darwin, cujas equagdes da intensidade difratada e da
largura do perfil sdo simples. Desprezar a extingdo primadria, simplifica o desenvolvimento da
teoria semi-cinematica da difracao de raios X. Ela abrange cristais fortemente absorvedores de
qualquer espessura e cristais pequenos em geral, ndo abrangendo os casos nos quais a extingao

primdria é comparavel a absorcao linear, ou muito maior, conforme ilustrado na Figura 14.

Figura 14 — Abrangéncia das teorias da difra¢do de raios X em cristais perfeitos. A teoria cinemdtica de Laue
abrange cristais pequenos em geral. A teoria dindmica de Darwin € apenas para cristais espessos com forte extingdo
primdria. A teoria dindmica de Darwin-Prins abrange cristais espessos. A teoria semi-cinemadtica abrange cristais
fortemente absorvedores de qualquer espessura e também cristais pequenos em geral.

o ! S !
—5 ( 2 cinematica : )
o 8z i i
s 23| )
=
Zg 68 - -
QA ===
Za
= AN
O NP o o oo
semi-cinematica
O .
=2 _ J C Darwin >
7o
- e 0 9 9 H
& ( :  Darwin-Prins )
| 1
I !

F' > |Fu| Fj ~ |Fy]| |Fu| > FJ

Fonte: Autor.



47
3.5 Ciristal espesso

Em cristais fortemente absorvedores de grande espessura apenas os raios X espalha-
dos até determinada profundidade contribuem significativamente para a intensidade difratada.
Para raios X moles, que t€ém pouca penetragcdo, geralmente os cristais s30 maiores que essa
profundidade (WILKINS et al., 2003; THOMAS et al., 2004; PARTZSCH et al., 2012). Por
esse motivo, experimentos de difracdo de raios X moles geralmente podem ser descritos pelo
caso particular de cristal espesso. Esta secao apresenta o caso particular de cristal espesso da
teoria semi-cinemadtica, e compara com a teoria dinamica de Darwin que descreve os efeitos da
extingdo primadria.

Cristais espessos sdo aqueles que tem espessura maior que a profundidade sondada
pelos raios X, discutida na secao 3.9. De modo geral, o caso particular para cristal espesso é
obtido considerando um cristal de espessura infinita. A intensidade difratada semi-cinematica
para cristal espesso € obtida fazendo D — o na equagao (3.83),
L 2l 22 !

Iy V.2 w1+ (2m(e—Ap)sin26p/pod )2’

Duas grandezas importantes relacionadas a intensidade difratada sdo a largura do perfil e a

(3.90)

intensidade integrada, obtidas a seguir.

A largura a meia altura da intensidade difratada semi-cinemadtica para cristal espesso
¢ chamada de largura intrinseca de absorcao (LIMA et al., 2019). O termo intrinseco se refere a
cristal espesso. E obtida da diferenca das duas posi¢des de meia altura 8?/2, conforme ilustrado
na Figura 15, que por sua vez sdo obtidas da razdo entre a intensidade a meia altura e a maxima

altura. A intensidade méxima estd localizada em € = Ay [equagdo (3.90)],

Le=Ay)  r2|Ful2 A%

= . 391

IO ch .u02 ( )
Fazendo a razdo IL (e= (C:lj/z)/lfi (e =Ap) = 1/2 [equagdes (3.90) e (3.91)],
i(e=¢ey) | I
RS, - : . (3.92)
Li(e=Ay) 2 1+ (2717(81/2 —Ap)sin26g/ o)
Resolvendo para eli/z,
£, = A = HoA /27 sin26p. (3.93)

A largura a meia altura € dada pela diferenca entre essas duas posicdes de meia altura,

Ay =&h — €, (3.94)
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Figura 15 — Intensidade difratada semi-cinemadtica intrinseca e largura intrinseca de absor¢do. A intensidade
difratada tem forma lorentziana com intensidade maxima de |Fy|* /4F 2, deslocada Ay com relagdo ao angulo de
Bragg e largura a meia altura de A, que € a diferenca entre as duas posicdes de meia altura sli/z .

|Fu | I
p
4F)

- L meia altura

:
I
I
:
I
|

_l’_
€, Ay g T
Fonte: Autor.

Substituindo 8172 e,

Al = %. (3.95)
A largura intrinseca de absorcao € proporcional ao coeficiente de absor¢do linear, fornecendo
uma maneira indireta para realizar uma espectroscopia de absorcao de raios X (X-ray Absorption
Spectroscopy: XAS).

Substituindo o coeficiente de absorcao linear [equacdo (2.9)] na equagdo (3.95),

, 2r A2

A’“ = mﬂf. (3.96)
Esta expressdo € semelhante a expressao da largura intrinseca de extingdo ou largura de Darwin
[equagdo (2.17): Ap = (2r,A?/nV,sin26p)|Fy|] (DARWIN, 1914b), diferindo pela troca do
termo |Fy| por Fy'. Essa semelhanca € justificada, pois Fj quantifica a absor¢do linear, enquanto
|Fg| quantifica a extingdo priméria. Generalizando, a largura intrinseca é proporcional ao
quantificador da atenuacao. Apesar da semelhanca dessas duas expressoes, a largura intrinseca
de extin¢do € a largura a meia altura de um perfil lorentziano, enquanto a largura intrinseca de
extin¢do € a largura & maxima altura de um perfil em forma de chapéu.

A intensidade integrada intrinseca € obtida integrando a intensidade difratada intrin-

seca. Fazendo AL = [t Iflds na equacao (3.90),

A;J B I"elele A{Z /+oo 1
Iy V2 mo? e 14+ (27(e—Ap)sin26g/ o)

Sde. (3.97)
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Usando a integral tabelada, [“2[1/(1+ ax?)]dx = w/a com x = (¢ — Ap), dx =de e a =
271'Sin293/‘u()l,

A_;'l _ releH|2 23

Iy ch 211psin206p '

(3.98)

Coincidentemente, a equacdo (3.98) € igual a expressdo da intensidade integrada da teoria
cinematica para um agregado policristalino idealmente imperfeito considerando os efeitos da
absor¢do linear [equagdo (2.13)] (COMPTON, 1917; WARREN, 1990), embora os modelos de
cristal e desenvolvimentos sejam bastante diferentes. A diferenca entre esses modelos € discutida
na secdo 3.7, que trata da intensidade integrada para cristais de qualquer espessura.

Substituindo a largura intrinseca de absor¢c@o[equacdo (3.95)] na equagdo (3.98),

Al 2041F 12

Aw_ _reh | H2| ' (3.99)
Iy 27V *Aj sin”26p

Ou ainda, substituindo o coeficiente de absorcdo [equagdo (2.9)] na equagdo (3.98),

Ai 242 B 2

Ay 1 [Fr |~ (3.100)

Iy 4V,sin26p F]

A intensidade integrada intrinseca é proporcional i razio entre |Fy|?> e o quantificador da
absorcdo linear Fy’. Comparando com a intensidade integrada de Darwin [equagdo (2.19):
AL /Iy = (8r,A% 37V, sin26p)|Fy|] (DARWIN, 1914b), que é proporcional a |Fy/|, ou ainda,
proporcional 4 razdo entre |Fy|? e o quantificador da extingiio |Fyy|. Generalizando, a intensidade
integrada intrinseca é proporcional a razdo entre |Fy \2 e o quantificador da atenuacao.

A intensidade difratada pode ser expressa em termos da largura intrinseca de absor¢a@o
ou do quantificador da absor¢do linear. Substituindo a largura intrinseca de absor¢do [equacgdo

(3.95)] na (3.90),

Ii 2 F 2 12 1

w_Te ‘f‘ s —. (3.101)
Io Vet o 1+4(e—Ay)? /A,

Substituindo o coeficiente de absorcdo [equagdo (2.9)],

L |y 1

lu _ |Ful _ (3.102)

Io  4F)* 144(e — Ag)2 /AL
Nessa expressdo fica claro que o perfil tem forma lorentziana com intensidade maxima de
|Fy|?/AF) 2, deslocamento com relagdo ao angulo de Bragg sem refragdo de Ay e largura a meia

altura de A’u.
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3.6 Espaco reciproco

As andlises da técnica espalhamento ressonante de raios X moles geralmente siao
realizadas no espaco reciproco (FINK et al., 2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Esta secao
apresenta a transformacao de coordenada da intensidade difratada no angulo de espalhamento 6
para a magnitude do vetor de espalhamento Q.

Primeiramente, a transformac¢do de coordenada é descrita. O mdédulo do vetor de

espalhamento é dado por Q =47msin0 /A, que na posi¢do de Bragg é
QOp=4msin6g/A =27/d. (3.103)

As quantidades € ¢ Ay sdo pequenas variagoes em torno de 6p € podem ser relacionadas a
pequenas variacdes em torno de Q. Um pequeno desvio no angulo de espalhamento de € resulta

num pequeno desvio na magnitude do vetor de espalhamento representado por s,
Qp+s=4mnsin(6g+¢)/A. (3.104)
Do seno da soma para € pequeno, sin(6p + €) = sin 6p + € cos Op,

Op+s=4msinOp/A +4mecosOp/A. (3.105)
Resultando em

s =4mecosOp/A. (3.106)
Da mesma maneira o deslocamento da reflexdo causado pela refracdo no espago reciproco sy,
sn = 4mApcosOp/A. (3.107)

A quantidade s; pode ser expressa em termos do incremento no indice de refragio &

substituindo o deslocamento da reflexdo causado pela refracdao Ay [equagio (3.26)],

sn = 8w cos Op/sin26pA. (3.108)
Usando sin26g = 2sin Oz cos O3,

sn =4md /A sin Bp. (3.109)

Escrevendo em termos do médulo do vetor de espalhamento na posi¢ao de Bragg [equacdo

(3.103)],

sn = 167°8 /A% Qp. (3.110)
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A profundidade de absorgdo &, é uma grandeza importante para a transformagao de
coordenada. E definida como a profundidade do cristal na qual os raios X espalhados emergem
com 1 /e (aproximadamente 36,8%) da sua intensidade incidente. Pode ser obtida facilmente
da lei de Lambert-Beer [equacdo (2.5): Ip/ly = e HoP /]. Conforme ilustrado na Figura 16, o
caminho percorrido no cristal pelos raios X espalhados na profundidade de absorcdo é P’ = ABC,

do tridngulo retangulo BCD,
P =2&,,/sin Op. (3.111)

Da lei de Lambert-Beer para Ip/Iy = 1/e,

1/e =exp(—2&, o/ sin Op). (3.112)
Resolvendo,
sin O
= i 3.113
Eu 2o ( )
Substituindo o coeficiente de absorcao linear [equagdo (2.9)],
V. sin g
= ) 3.114
Su 4r AF] ( )

Figura 16 — Representagdo geométrica da profundidade de absor¢do. A profundidade de absor¢do &, ¢ a profundi-
dade na qual os raios X espalhados emergem com 1/e (/= 0,368) da intensidade incidente. O caminho percorrido
no cristal pelos raios X espalhados a uma profundidade &, € igual a2 ABC.

—onKo
Eu : A\:/C P’ (2€,,/sinBp)
R |

Ho

Fonte: Autor.
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Reescrevendo a equacgdo (3.113) em termos do médulo do vetor de espalhamento na posicdo de
Bragg O [equacdo (3.103)],

~ 0pA

ou = 8Ly

(3.115)

Sabendo que pig ~ 1/E? e da relaciio de Planck-Einstein A ~ 1/E, a profundidade de absor¢io
para determinada reflexdo é proporcional ao quadrado da energia dos fétons de raios X [§,, ~ E 2].

Com as equagdes da transformacdo de coordenada [equacdes (3.103), (3.106) e
(3.107)] e a profundidade de absor¢do [equacdo (3.113)] as expressdes da intensidade difratada
obtidas anteriormente podem ser reescritas no espaco reciproco. Fazendo a transformacgao de

coordenada na intensidade difratada semi-cinemadtica [equacgdo (3.83)],

Iy re2|FH|2 6471'25;12 1 +e DP/ouw —2eD/28 cos((s —sn)D)

— (3.116)
Iy V.2 'S 1+4(s —57)2&,°

Na forma alternativa [equacao (3.86)],

I rP|Fy? 1287%8,% e cosh(D/2E,) —cos((s —sy)D)

= = 5 5 —e 5 : (3.117)
I V. Op 1+4(s—sp)*&u

Em ternos de Fj [equacdo (3.84)],

Lo |Fy|* 14 e P/ou —2e7P/25u cos((s — sq)D) (3.118)

Iy 4F6/2 1+4(s—sn)2§u2
A intensidade difratada intrinseca é obtida fazendo D — o« na equagdo (3.116) ou

aplicando a transformac¢ao de coordenada na equacao (3.90),

1V 6476, 1 (3.119)
Io V.2 Op>  1+4(s—s9)2E" '

Ou na equagdo (3.102)

L |Ful? ! (3.120)

2 2
o 4R 1+4(s —s5q)28,
Comparando com a expressao da intensidade difratada intrinseca em 6 [equagdo (3.101)] percebe-
se que a largura intrinseca de absor¢do na coordenada da magnitude do vetor de espalhamento €

o inverso da profundidade de absor¢do,

A =1/&,. (3.121)

A expressao do perfil intrinseco de absor¢do em Q [equacdo (3.121)] é semelhante a lorentziana

de Ornstein—Zernike (ORNSTEIN; ZERNIKE, 1914).
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Fazendo o caso particular de zero absorc¢do linear e zero refracdo, € obtido a intensi-

dade difratada cinematica Ix. Para facilitar os cdlculos, a equacgao (3.116) é reagrupada,

Lo 1 |Fu|? 64n2 1+ e P/ —267P/2%u cos((s — sy)D)

L vZ 0f /&7 +4(s —sn)? (3.122)
Fazendo ty =0 (& — o) e sy =0,

Ix  r2|Fy|* 641> 2 —2cos(sD)

T R R T (3.123)
Usando 2sin®(a/2) = (1 —cosa) com a = sD,

Ik _ re?|Fy | 6472 sinz(sD/Z). (3.124)
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Para facilita a visualizacdo, as expressoes da intensidade difratada semi-cinematica,
semi-cinemdtica intrinseca e cinemadtica sdo simplificadas usando algumas abreviacdes. A
espessura do cristal ¢ abreviada por um miltiplo da profundidade de absor¢do n =D/&,. A
varredura angular e o deslocamento causado pela refracdo sao abreviados por um multiplo
da largura intrinseca de absor¢do x = (s — s, )&,. Substituindo a profundidade de absorgdo
na intensidade maxima semi-cinematica |Fy|? /4F = (87re|Fir |y /VeQp)?. Substituindo nas

equagoes (3.116), (3.119) e (3.124),

I Fyl? 14+e " —2e /2

I | H]2 +e e i cos(nx)’ (3.125)
Io 4F] 1 +4x

oo 1R 1 (3.126)
Iy 4F)* 1 44x% '

Ix _ | Fy|? sin®(nx/2) (3.127)
Io AR X2 '

Na abreviacdo da intensidade difratada cinematica o deslocamento causado pela refracdo é
considerado. Na coordenada x, a intensidade difratada semi-cinematica intrinseca [equacao
(3.126)] € uma lorentziana com largura a meia altura igual a 1 e intensidade maxima igual
a |Fy|*/AF] 2. A Figura 17 mostra a comparagdo entre as intensidades difratadas Iy, Iy e IL
para cristais de diferentes espessuras. Para cristais pequenos a intensidade semi-cinematica é
semelhante a intensidade cinematica, mas ligeiramente menor. Com o aumento da espessura, as

franjas de interferéncia amenizam até saturar na intensidade difratada semi-cinematica intrinseca.
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Figura 17 — Intensidade difratada semi-cinemdtica para cristais de vdrias espessuras. a) Comparagdo entre a
intensidade semi-cinemdtica I, [equagdo (3.125)] e a intensidade cinemadtica Ix [equagdo (3.127)] para n iguais
a05,1e2(n=D/E,). Com o crescimento de n as intensidades I, e Ix se diferem. b) Comparacio entre a
intensidade semi-cinematica ,, e a intensidade semi-cinematica intrinseca /;; [equago (3.126)] para n iguais a 3, 5,

10 e 15. Com o crescimento de 7 as intensidades I, e IL se aproximam. Para n iguais a 10 e 15 é mostrada (Iil —1Iy).
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Fonte: Autor.

3.7 Intensidade integrada

A intensidade integrada é uma maneira pratica de estudar o comportamento das
reflexdes. Para raios X duros, é usada na resolucao e refinamento de estruturas (RIETVELD,
1969; SHELDRICK, 2008). Para raios X moles, em particular na técnica RSXS, a intensidade

integrada € usada no estudo das modula¢des de spin, carga e orbital (FINK et al., 2013; COMIN;
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DAMASCELLI, 2016), como detalhado no capitulo 5. Esta secdo apresenta a intensidade
integrada semi-cinemédtica como uma fungao da espessura do cristal.

A intensidade integrada € obtida integrando a intensidade difratada em toda a reflexdo.

Fazendo A, = [*21,ds na equagdo (3.116),

Au _ releH|2647r2‘§ / Clre O 2 D/KMCOS((S_S”)D)ds. (3.128)
Io 1+4(s— Sn)zéli

Evidenciando os termos independentes e separando as integrais,

A 2| Fy |2 64m%E, oo 1

Au _ 1’| fl E“ {(1 —l—e‘D/éﬂ)/ 5ds (3.129)
Io Ve Op —oo 1+4(s—sn)*Eu

Foo _
~D/2% cos((s = $)D) d}. 3.130
e ll/_oo 1—1—4(5—511)2&#2 S (3.130)

Fazendo 2&,, /D = a, (s — sp)D = x e Dds = dx nas integrais,

Ay rA|Fg64mE [(14+e Do) p+= ]

o V2 08 D /_w 1+a22™ (3.131)
2e7D/28u e cosx
_T/w md} (3.132)

Usando as integrais tabeladas [T=°[1/(1+a?x?)|dx=n/ae [T [cosx/(1+a*x?)]dx = /e “a,

Ay rP|Ful? 64m2E,  [(14+e P/ 2 P/%u ge1/a (3.133)
L V.2 0 D a D a | '
Substituindo a = 2, /D,

Ay rl|Fu264n%E | (14 e P/%) aD  2e P25 gDe P/ G134
Iy V2 0 D 25 D 260 | ‘

Resolvendo, a intensidade integrada semi-cinemdtica como uma fun¢do da espessura do cristal é

obtida,

V72 QB2

(1—eDP/ow), (3.135)

Note que a intensidade integrada semi-cinemdtica é proporcional a |Fy|* para qual-
quer espessura. A equacgdo (3.135) € igual a expressdo da intensidade integrada da teoria
cinemdtica para um agregado policristalino idealmente imperfeito considerando os efeitos da
absorcao linear (AUTHIER, 2001), conforme também ocorreu para cristal espesso [equacao
(3.98)]. O desenvolvimento da expressao para policristais consiste na soma das intensidades

difratadas em diferentes profundidades considerando a atenuagdo pela absor¢do linear, portanto
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a interferéncia ndo € considerada. Em contrapartida, neste trabalho a soma € realizada nas
amplitudes. Apesar dessa diferenca significativa os resultados coincidem.
Para o caso particular de cristal espesso, a intensidade integrada semi-cinematica

intrinseca AL ¢é obtida. Fazendo D — oo,

Ay rP|Ful? 32738,

= 3.136
R ) (3150
Ou em termos da largura intrinseca de absor¢do [equagdo (3.121)],
Au _ rlF” 321 (3.137)

Ip V2 QA
Reescrevendo a intensidade integrada semi-cinematica [equagdo (3.135)] em termos da intensi-

dade integrada intrinseca,
Ay =Al(1—e Plon), (3.138)

A intensidade integrada semi-cinematica cresce com o aumento da espessura do cristal até atingir

seu valor intrinseco para cristal espesso, conforme mostrado na Figura 18.

Figura 18 — Comportamento da intensidade integrada semi-cinematica com a espessura do cristal. A intensidade
integrada semi-cinemadtica A, [equagdo (3.138)] cresce com o aumento da espessura até saturar na intensidade
integrada intrinseca AL [equacdo (3.136)]. Enquanto que, a intensidade integrada cinemadtica Ag [equacdo (3.140)]
cresce linearmente com a espessura.

1,5 ' | ! | T I T T T
- Axk _
~ 3
<
?
E LOF | ememeo—ooooae
oy
£ | |
= Au
<
=
2 05 _
Q
=
0,0 1 ] 1 ] 1 ] 1 ] 1
0 2 4 6 8 10

Fonte: Autor.
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Para o caso particular de zero absorcao, a intensidade integrada cinematica Ag é
obtida. Para iy — 0 (&, — o) arazdo D/&, é muito pequena, portanto a exponencial natural da
equacdo (3.138) pode ser aproximada para sua expansdo em série de Taylor até primeira ordem

e’ = 1+a [equagdo (A4)],coma=—-D/&,,

Ax =AL(1-1+D/&,). (3.139)
Resolvendo,
- D

Ak :Alu_' (3.140)
Su

Substituindo AL [equacgdo (3.136)],

Ak 12 |Fy|*327°D
— = 5 5 (3.141)
I Ve OB
A intensidade integrada cinematica cresce linearmente com a espessura do cristal, conforme

ilustrado na Figura 18.
A intensidade integrada semi-cinemadtica inversa também € obtida, ela descreve a

espessura do cristal como uma funcao da intensidade integrada. A func¢do inversa é obtida

resolvendo a equacgdo (3.138) para D,
D=—&In(1-Ay/A). (3.142)

O dominio da intensidade integrada semi-cinemdtica inversa vai até A¢, limite no qual a espessura
tende ao infinito, conforme ilustrado na Figura 19. O dominio da intensidade integrada semi-
cinematica inversa vai até AL, limite no qual a espessura tende ao infinito, conforme ilustrado na
Figura 19.

Para o caso particular de zero absor¢do a intensidade integrada cinemadtica Ag é
obtida. Para g — 0 (AL — ©0) arazdo Ay /A;l ¢ muito pequena, portanto o logaritmo natural
na equacgdo (3.142) pode ser aproximado para sua expansao em série de Taylor até primeira
ordem In (1 +a) = a [equacdo (A.5)], coma = —Ay /A;L Como este ¢é o regime cinematico, Ay

€ substituido por Ak,
Ak
D— éﬂA_z” (3.143)

Como esperado, essa € a inversa da equacdo (3.140).
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Figura 19 — Comportamento da espessura do cristal com a intensidade integrada semi-cinemadtica. Como esperado,
este € o inverso do gréfico da Figura 18. Na teoria semi-cinemdtica, a espessura do cristal [equacdo (3.142)] cresce
com a intensidade integrada, com limite na intensidade integrada intrinseca onde a espessura tende ao infinito.
Enquanto na teoria cinemadtica, a espessura cresce linearmente com a intensidade integrada [equag@o (3.143)].

6 ! | T T

D/cyu

Ak

0 - ' ' ' |
0,0 0,5 1O =
intensidade integrada /Al“

Fonte: Autor.

3.8 Largura do perfil

A largura do perfil reflete caracteristicas do cristal. Para cristais pequenos, a largura
¢ inversamente proporcional a espessura, como descrito pela equaciao de Scherrer (SCHERRER,
1918). Para cristais perfeitos e espessos, a largura € proporcional ao quantificador da extingao
primdria, como descrito pela largura de Darwin (DARWIN, 1914b). Para cristais imperfeitos
e espessos, a largura € proporcional ao coeficiente de absor¢do linear, nomeada de largura
intrinseca de absor¢ao (SEVE etal., 1998; LIMA et al., 2019). Esta secdo apresenta a largura
integral semi-cinemdtica como uma funcio da espessura do cristal, da qual a equacdo de Scherrer
€ um caso particular para iy = 0 e a largura intrinseca de absorc¢ao € um caso particular para
D — oo,

A largura integral semi-cinematica € definida como a razdo entre a intensidade
integrada e a intensidade difratada maxima. A intensidade difratada pode ser representada como
um retangulo de altura igual a intensidade maxima e largura igual a largura integral, portanto a

area € igual a intensidade integrada, conforme ilustrado na Figura 20. A intensidade difratada
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Figura 20 — Representacdo da largura integral semi-cinematica. A largura integral semi-cinemdtica f3, é a razao
entre a intensidade integrada e a intensidade difratada mdxima. A intensidade difratada pode ser representada por
um retingulo de altura igual a intensidade maxima e largura igual a largura integral.

| intensidade
maxima

Bu

qn

Fonte: Autor.

maxima esta localizada em s,. Fazendo s = s, na equagao (3.116),
™ r|Ful® 647°8,°
Iy V.2 05*

Rearranjando,

(1+e P/ —0e=P/28)y, (3.144)

L™ r2|Fy? 64n78,°
Ip ch Q32

Fazendo B, = Ay /Iﬁ‘ax, respectivamente equagoes (3.135) e (3.145),

(1—e D/26u)2, (3.145)

Ay T 1—e D/
Pu= I 28, (1 — e D/25u)2 (3.146)
Resolvendo,

T 14 e D/

Pu= 28u1— e~ D28 (3.147)
Usando coth(a/2) = (1+e9)/(1—e™ %),
Bu = — coth(D/4&,). G148)

28,

Essa expressao pode ser entendida como uma generalizagdo da equacdo de Scherrer considerando

os efeitos da absorcao linear.
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Figura 21 — Comportamento da largura integral semi-cinemadtica com a espessura do cristal. A largura integral
semi-cinemdtica f3;, [equacdo (3.151)] decresce com o aumento da espessura do cristal até saturar na largura integral
semi-cinemadtica intrinseca ﬁﬁ [equagdo (3.149)]. Enquanto a largura integral cinemética Sk, dada pela equagio
de Scherrer [equacdo (3.152)], decresce continuamente com a espessura. Para cristais pequenos a largura integral
semi-cinemadtica coincide com a equagdo de Scherrer.

6 I | I I

N
|
|

)
I
|

largura integral / B

Fonte: Autor.

Para o caso particular de cristal espesso a largura integral semi-cinematica intrinseca

ﬁﬁ ¢ obtida. Fazendo D — o na equagao (3.148), a cotangente hiperbdlica é igual a 1,
By =5 (3.149)

Ou em termos de AL [equacgdo (3.121)],

o,
B, = — (3.150)
Como esperado, esta € a relacdo entre a largura a meia altura e a largura integral de um perfil
lorentziano. Reescrevendo a largura integral semi-cinemaética [equac¢do (3.148)] em termos da

largura integral semi-cinemadtica intrinseca [equacdo (3.149)],

By = By, coth(D/4&y,). (3.151)

A largura integral semi-cinematica decresce com o aumento da espessura do cristal até saturar
no seu valor intrinseco para cristal espesso, conforme mostrado na Figura 21.
Para o caso particular de zero absor¢do, a largura integral cinemaética Sx € obtida.

Para py — 0 (§,, — o) arazdo D /4§, é muito pequena, portanto a fungdo cotangente hiperbélica
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na equacdo (3.151) pode ser aproximada para sua expansao em série de Laurent até o primeiro

termo, cotha = 1/a [equagdo (A.8)] com a = D/4&,,

48
Substituindo a largura integral semi-cinemadtica intrinseca [equagdo (3.149)],
2
Bk = R (3.153)

Esta € a equacdo de Scherrer no espago reciproco com o fator de forma de Scherrer igual a 1,
valor quando a largura integral € usada (SCHERRER, 1918; STOKES; WILSON, 1942). A
largura integral cinematica decresce continuamente com a espessura, conforme ilustrado na
Figura 21.

A largura integral semi-cinemadtica inversa descreve a espessura do cristal como uma

funcao da largura integral. A func¢ao inversa é obtida resolvendo a equagdo (3.151) para D,

D = 4&, coth™ (B /By)- (3.154)

Escrevendo em termos de ﬁ;l [equacdo (3.149)],
2 ,
D= ﬁ—?coth_l(ﬁu/ﬁﬁ). (3.155)
i

Reescrevendo de uma forma alternativa, usando 2coth ' a =In((a+1)/(a—1)) coma = B,/ ﬁ;t

n Bu/Bi+1
D= ﬁ—ﬁln (ﬁu/ﬁ—i—l) (3.156)

O dominio da largura integral semi-cinemadtica inversa comeca em BL limite no qual a espessura
tende ao infinito, conforme ilustrado na Figura 22.

Para o caso particular de zero absorc¢do, a largura integral cinemética é obtida. Para
Uo — 0 (ﬁﬁ — 0) arazdo fB;/ ﬁﬁ € muito grande, portanto a func¢do arco-cotangente hiperbdlica
da equagdo (3.154) pode ser aproximada para sua expansdo em série de Laurent até o primeiro
termo, coth ™! a = 1/a [equacdo (A.9)] com a = Bu/ ﬁ"L Como este é o regime cinematico, f3

foi substituido por g,
4 i

p_g, B (3.157)
Bk

Substituindo a largura integral semi-cinematica intrinseca [equagdo (3.149)],

_27‘(:

D—B—K.

(3.158)



62

Figura 22 — Comportamento da espessura do cristal com a largura integral semi-cinemdtica. Como esperado este € o
inverso do grafico da Figura 21. Na teoria semi-cinemdtica, partindo da largura integral intrinseca, com o crescimento
da largura integral a espessura do cristal decresce [equacdo (3.154)]. Enquanto na teoria semi-cinemadtica, segundo
a equacdo de Scherrer [equagdo (3.157)], a espessura decresce continuamente com o aumento da largura integral.

15 | L I T

D/&,

Bu

0 1 | 1 | 1
0 2 4 6
largura integral /3,

Fonte: Autor.

Como esperado essa € equagdo de Scherrer, inversa em D da equagdo (3.153). Na equacao de
Scherrer, a espessura do cristal decresce com o aumento da largura integral, conforme ilustrado
na Figura 22.

Geralmente a equacdo de Scherrer € usada no espaco real,

A

Dy =——.
K 2Bk cos O

(3.159)

O fator de forma € igual a 1 quando a largura integral é usada (SCHERRER, 1918; STOKES;
WILSON, 1942). O sub-inscrito K foi inserido para destacar que a espessura do cristal foi
calculada pela equacd@o de Scherrer. O cdlculo da espessura de cristais fortemente absorvedores
usando a equacdo de Scherrer ocasiona um erro por nao considerar os efeitos da absor¢ao linear.
A espessura de cristais fortemente absorvedores deve ser calculada usando a expressao da largura
integral semi-cinematica inversa [equacdo (3.154)]. Dessa equagdo pode-se obter um fator de
corre¢do para a espessura calculada pela equagao de Scherrer.

A largura integral semi-cinematica inversa [equagdo (3.154)] é reescrita em 0, pois

a equacgdo de Scherrer geralmente € usada nesta coordenada. Substituindo a profundidade de
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absorc¢do [equacdo (3.113)] e a largura integral intrinseca [equagdes (3.150) e (3.95)],

25in @
_ Sﬁl B coth ™ (2B, sin26p/ 1ol ). (3.160)
0
Substituindo a equacao de Scherrer [equacao (3.159)],
2 05 25in 0
D=Dg ﬁ“;(’s B Sz‘ B coth™ (2B, sin26s/ 1ol ). (3.161)
0

Usando sin26g = 2 sin Bg cos O e resolvendo,

2P, sin26,
K—B” o B coth™!

D=D
HoA

(2B, sin26p/UoA). (3.162)

O coeficiente de correc@o para absor¢do linear para a espessura do cristal calculada pela equagao
de Scherrer é (2, sin26g/ oA ) coth ™! (28, 5in20p/ oA ).
A correcdo para a largura integral é obtida usando a expressdo da largura integral

semi-cinematica. Resolvendo a equagdo 3.160 para f3;,

A .
Bu = 2S£L§—2%coth (uoD/2sin 6p). (3.163)

Substituindo a equacao de Scherrer [equacao (3.159)],
Dcos20p  UpA

= th (oD /2sin 6p). 3.164
Pu=Px =3 25inae, <" (HoD/2sin B) (3.164)
Usando sin26g = 2 sin Oz cos O e resolvendo,

HoD :
Bu = ﬁKZsin o coth (oD /2sin 6p). (3.165)

Para a largura integral, o coeficiente de corregdo é (uyD/2sin 6g) coth (oD /2 sin Op).

Nao foi possivel obter analiticamente a largura a meia altura da intensidade difratada
semi-cinemadtica A, como uma fungio da espessura do cristal, no entanto, foi obtido a expressao
para a largura integral. O comportamento de A, foi calculado computacionalmente usando uma
rotina escrita em C++. Nessa rotina, a largura a meia altura € calculada a partir da equacgao
(3.125), em termos da largura intrinseca de absor¢ao AL como uma fungio de D/, obtendo
assim o comportamental geral. A Figura 23 mostra esse comportamento em comparagdo com
a largura integral semi-cinematica [equacdo (3.151)]. A largura a meia altura decresce com o
aumento da espessura do cristal, até saturar no valor intrinseco. A andlise computacional reafirma
a razao entre a largura integral semi-cinematica intrinseca e a largura intrinseca de absorc¢ao
como sendo 7/2 [equacdo (3.150)]. A razdo B, /Ay revela diferengas nos comportamentos

dessas duas larguras, e € discutida na proxima se¢ao.
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Figura 23 — Comportamento da largura a meia altura semi-cinemadtica com a espessura do cristal. A largura a meia
altura A, foi calculada computacionalmente a partir da equagéo (3.125). A largura a meia altura decresce com o
aumento da espessura do cristal, até saturar na largura intrinseca de absor¢do A! , mesmo comportamento da largura
integral semi-cinematica.
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Fonte: Autor.

3.9 Profundidade sondada

Em cristais espessos, somente o volume préximo a face de incidéncia dos raios X
contribui significativamente com a intensidade medida. Para raios X moles, que tem pouca
penetracdo, essa profundidade sondada é muito pequena. Acredita-se que a RSXS sonda apenas
até o comprimento de correlacdo (WILKINS et al., 2003; THOMAS et al., 2004; PARTZSCH
et al., 2012), no entanto, hd divergéncias quanto a sua definicdo, uma dessas defini¢des é
igual a profundidade de absor¢cdao (THOMAS et al., 2004). Esta secao estima a profundidade
de sondagem usando a intensidade integrada e a largura do perfil. Para essa estimativa, a
profundidade de sondagem é definida como a minima espessura do cristal na qual o perfil
intrinseco de absor¢do € observado.

Inicialmente, a profundidade de sondagem € estimada analisando a correspondén-
cia entre a intensidade integrada e a largura integral nas formulacdes semi-cinemdtica, semi-

cinematica intrinseca e cinemadtica como func¢do da espessura do cristal. A razdo entre a intensi-
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dade integrada semi-cinemaética e seu valor intrinseco é dada pela equacdo (3.138),

A
L (3.166)
Al

u
A razdo entre a intensidade integrada semi-cinemaética e cinematica € obtida da razdo entre as
equacoes (3.138) e (3.140),
Ax D&

A razdo entre a largura integral semi-cinematica intrinseca e seu valor em fun¢do da espessura

(3.167)

do cristal é dada pela equagdo (3.151),

B. 1

B, ~ coh(D/4E,)" (169

Figura 24 — Raz@o entre as intensidades integradas e as larguras integrais com a espessura do cristal. a) Razdo
entre a intensidade integrada semi-cinemadtica e seu valor intrinseco Ay /A;i [equacdo (3.166)] e entre a largura
integral semi-cinematica intrinseca e seus valores em funcdo da espessura [BL /By [equagdo (3.168)]. b) Razdo entre
a intensidade integrada semi-cinemdtica e cinematica Ay /Ak [equagdo (3.167)] e entre a largura integral cinematica
e semi-cinemdtica B /B, [equagdo (3.169)].

Bi./Bu

mseca

tri

razao in

o
~
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7z
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Fonte: Autor.



66

A razdo entre a largura integral cinemadtica e semi-cinemadtica € obtida da razdo entre as equacdes

(3.152) e (3.151),

Px _ ! (3.169)

By (D/4&,)coth(D/4E,)

A intensidade integrada semi-cinemadtica e a largura integral semi-cinemética con-

vergem suavemente aos valores intrinsecos. Nao sendo possivel definir uma profundidade de
sondagem exata, pois depende do valor da correspondéncia entre a intensidade integrada ou a
largura integral e seus valores intrinsecos. Quando comparado com o comportamento da largura
integral, a intensidade integrada diverge mais rapidamente dos valores cinematicos e converge
mais rapido ao seu valor intrinseco, como mostrado na Figura 24. Observando o comportamento
da intensidade integrada, a profundidade de sondagem € estimada préximo de 5§, e quando
observado o comportamento da largura integral é estimada préximo de 10&,.

Alguns valores da razao da Figura 24 em fun¢do da espessura do cristal sdo mostrados
na Tabela 1. Para cristal de espessura igual a profundidade de absor¢do, a intensidade integrada
semi-cinemadtica € apenas 63% da intensidade integrada intrinseca, e a largura integral semi-
cinemadtica ainda é 4 vezes maior que a largura integral semi-cinemadtica intrinseca, concordancia

de 25%. Ainda em D = &, a intensidade integrada semi-cinemdtica é 63% da intensidade

Tabela 1 — Razdo entre as intensidades integradas e as larguras integrais com a espessura do cristal. Os valores
foram calculados com as equagdes (3.167), (3.169), (3.166) e (3.168), respectivamente.

. Razio(D)
D em unidade de . .
S A Ak(D)  Bi/BuD)  AwAL(D)  Bi/Bu(D)
1,0 0,63 0,98 0,63 0,25
5,0 0,20 0,68 0,99 0,85
9.0 0,11 0,44 1,0 0,98
12 0,083 0,33 1,0 1,0

Fonte: Autor.

Tabela 2 — Valores da espessura do cristal para razdo entre as intensidades integradas e as larguras integrais.
D(Au/Ak) e D(Bk/Byu) foram calculadas numericamente da Figura 24, pois as equagdes (3.167) e (3.169) ndo
possuem inversa. D(Ay /AL) e D(ﬁ;l /By) foram calculados das equagdes (3.142) e (3.155), respectivamente.

D(Razdo) em quantidade de &,

Razao i i
D(Au/Ak) D(Bk/Bu) D(Au/Ay) D(By/Bu)
0,99 0,019 0,70 4.6 10,6
0,98 0,040 0,99 39 9,2
0,95 0,10 1,6 3,0 7.3
0,90 0,20 2,3 2,3 59

Fonte: Autor.
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integrada cinematica, e a largura integral semi-cinemadtica tem uma concordancia de 98% com a
largura integral cinemética. Para D = 5§, a razdo A, A}, € 0,99, enquanto que para f3j, /B, ¢ de
apenas 0,85. A correspondéncia de aproximadamente 100% s6 é obtida préximo de 9&,, para
Ay /Al ede 12&, para B /By.

Alguns valores da espessura do cristal em funcio da razao sdo mostrados na Tabela 2.
A concordancia da teoria semi-cinemdtica com a cinemadtica ocorre apenas em cristais pequenos.
Uma razdo de 0,90 é obtida em 0,205, para Ay, /Ax e em 2,3, para Bx/By, enquanto uma
razdo de 0,99 ¢ obtida apenas em 0,019&, e 0,708, respectivamente. A convergéncia da teoria
semi-cinemdtica para seu valor intrinseco ocorre préximo de 10§,. A concordancia de 98,0%
entre a intensidade integrada semi-cinematica e seu valor intrinseco ocorre em 3,9, e entre
a largura integral semi-cinematica e seu valor intrinseco ocorre em 9,2&;,. A concordancia de
99,0% dessas grandezas ocorre em 4,65” e 10,6@1, respectivamente.

O perfil semi-cinemdtico progride suavemente do perfil cinemdtico em cristais
pequenos para o perfil intrinseco de absor¢do em cristais espessos. O perfil intrinseco de absor¢ao
tem forma lorentziana, enquanto o perfil da teoria cinemética é frequentemente aproximado
por uma gaussiana (AZAROFF, 1968). A razdo entre a largura integral e a largura a meia
Figura 25 — Comportamento da razdo entre a largura integral e a largura 2 meia altura semi-cinematica. A razio

By /Ay para um perfil lorentziano /2 ~ 1,57, gaussiano 1,06 e cinemdtico 1,13 sdo destacadas. O inserte destaca o
comportamento de B, /Ay préximo ao perfil lorentziano.

1,6 b —
/2 - - -lorentziano-------- [

1,4 -

Bu/Au

1,13 == --cinematico- - - - - !

1,06 | --gaussiano--------
1’0 : I 1 l I | 1
0 5 10 15 20

Fonte: Autor.
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altura de um perfil lorentziano é ©/2 ~ 1,57, de um perfil gaussiano é \/m /2~ 1,06, e
do perfil cinemadtico é aproximadamente 1,13. Sabendo disso, o comportamento do perfil semi-
cinemdtico com a espessura do cristal pode ser analisado observando o comportamento da razao
entre a largura integral semi-cinemdtica [equagao (3.151)] e a largura a meia altura calculada
computacionalmente [Figura 23], conforme ilustrado na Figura 25. Para cristal pequeno B /A,
€ 1,13, valor caracteristico do perfil cinemético. Com o aumento da espessura do cristal, [3“ / Ay
se aproxima do valor caracteristico do perfil lorentziano, cruzando-o em aproximadamente 9,2&,.
Em aproximadamente 10,95” ocorre um maximo de ﬁ“ / Ay com valor 1,58, muito proximo ao
perfil lorentziano, como destacado no inserte da Figura 25. Continuando com o aumento da
espessura cristal, 8, /A, se aproxima novamente do valor caracteristico do perfil lorentziana,
atingindo-o em aproximadamente 15,0&,.

A profundidade sondada ndo tem um valor exato, no qual a intensidade difratada
converge rapidamente para a intensidade semi-cinemadtica intrinseca, pois ocorre uma lenta
convergéncia. Usando a intensidade integrada e a largura do perfil estima-se que a difracdo de

raios X em cristais fortemente absorvedores sonda uma profundidade de aproximadamente 108,

(= 5sin 63/ o).
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4 TEORIA DINAMICA DE LAUE

Este capitulo apresenta a comparagao entre a teoria semi-cinemadtica para raios X
moles em cristais e a teoria dindmica de Laue. A sec@o 4.1 mostra que a aproximagdo semi-
cinemdtica da teoria dindmica de Laue que resulta na mesma expressao da intensidade difratada
semi-cinemadtica obtida na secao 3.4. A sec¢do 4.2 revisa o caso particular de zero absor¢ao
da teoria dindmica de Laue que resulta na teoria dinAmica de Darwin para cristal de qualquer

espessura. A secdo 4.3 apresenta a largura integral considerando os efeitos da extin¢do primdria.

4.1 Aproximacao semi-cinematica

A teoria dinamica de Laue (LAUE, 1931) descreve de maneira completa a difracao
de raios X em cristais perfeitos, no entanto, sua complexidade reduz drasticamente as aplicagdes.
Na prética, utilizam-se aproximagdes que descrevem satisfatoriamente os casos de interesse. Por
exemplo, a teoria cinemdtica de Laue para resolver e refinar estruturas cristalinas (RIETVELD,
1969; SHELDRICK, 2008); a equagdo de Scherrer na estimativa do tamanho de nanocristais
(SCHERRER, 1918; MUNIZ et al., 2016; MIRANDA; SASAKI, 2018); a largura de Darwin na
descricdo do alargamento instrumental de monocromadores (DARWIN, 1914b; SABINE, 1987;
WANG et al., 2008). Essas teorias foram formuladas independentemente da teoria dindmica
de Laue, mas sdo casos particulares e/ou aproximagdes dessa teoria mais geral. Esta secdo
mostra que a teoria semi-cinemadtica da difracdo de raios X moles em cristais também € um caso
particular da teoria dinamico de Laue.

A Figura 26 mostra o comportamento da intensidade difratada da teoria dinamica de
Laue [equacdo (2.20)] no limite de cristal espesso com a razdo entre o quantificador da extin¢do
primdria e da absor¢do linear. Quando a extingdo primdria € muito maior que a absorc¢ao linear
(Fy'/|Fu| = 0,02), a intensidade difratada tem forma de chapéu, como na teoria dindmica de
Darwin. Quando a absor¢do linear ¢ muito maior que a extin¢do primdria (Fy'/|Fu| = 6), a
intensidade difratada tem forma lorentziana, como na teoria semi-cinematica. Para essa razdo a
diferenca entre a largura a meia altura calculada numericamente e a largura intrinseca de absor¢io
para Fj é de apenas 1,4%. Essa rdpida andlise indica que a teoria dindmica de Darwin € um caso
particular de zero absor¢do (|F| > Fj'), como demonstrado analiticamente na se¢éo 4.2, e que
a teoria semi-cinemdtica é um caso particular da aproximagdo semi-cinemdtica (Fy > |Fy|) da

teoria dinamica de Laue, como demonstrado analiticamente a seguir.
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Figura 26 — Comportamento da intensidade difratada da teoria dindmica de Laue com a absorcao linear. Mantendo
|Fir| fixo, F' foi aumentado seguindo a relagdo Fy'/|Fy| = ¢ com ¢ igual a 0,02, 1, 3 e 6, na equagio (2.20) no
limite de cristal espesso. Para ¢=0,02 o perfil é semelhante ao perfil da teoria dindmica de Darwin. Com o aumento
de FY', o perfil alarga até saturar numa forma lorentziano. Para c=6 o perfil tem forma lorentziana com razdo entre a
largura a meia altura calculada numericamente e a largura intrinseca de absor¢do [equacdo (3.96)] de 1,014.

I | T | T | I i | I | T

intensidade normalizada

Fonte: Autor.

A aproximacdo semi-cinematica € descrita matematicamente semelhante aos dois
cendrios dos cristais superabsorvedores comentados na secao 3.1. Primeiro, em cristal imperfeito
nos quais os defeitos impedem duplas reflexdes coerentes e a atenuagao dos raios X € causada
unicamente pela absor¢do linear, representado matematicamente por Fz = 0. Segundo, em
cristal perfeito em reflexdes nas quais a absor¢do linear € muito maior que a extin¢ao primaria,
matematicamente F' > |Fy| = |Fj|. Ambos os cendrios resultam na mesma expressao da
intensidade difratada. Por simplicidade aqui € tratado o caso Fg = 0.

Fazendo Fz = 0, a abreviacdo g = 0 [equagdo (2.25)]. Fazendo ¢ = 0 na expressio
da intensidade difratada da teoria dinamica de Laue na formulacio de Zachariasen e correcdo de

Wilkins para o caso Bragg simétrico [equacdo (2.20)],

Iz |y |*(sin® av + sinh? aw)
7. 02 2 2\ cinh2 2 2\ <in2 .1
Iy |z%]+ (|z°] + |z)*) sinh® aw — (|z*| — |z]*)| sin” av

+Re(—z*z) sinh 2aw + Im(z*z) sin 2av
Usando |2?| = |z e 7z = |z|%,
I |wy|?(sin® av + sinh? aw) 4.2)
Iy |z2|+2|z|?sinh? aw + Re(—|z|2) sinh 2aw + Im(|z|2) sin2av’ '
Fazendo Re(—|z|?) = —|z|* e Im(|z]?) =0,
I |wi|?(sin® av + sinh? aw) (4.3)

Iy |22+ 2|z sinh? aw — |z| sinh 2aw’
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Reagrupando,
Iz lyy|?  sin®av +sinh?aw 44)
Iy |z2[> 14 2sinh?aw —sinh2aw’ '
Esta € a expressdo para o caso particular da aproximagao semi-cinematica.
Usando 2sin?x = (1 — cos2x) com x = av e 2sinhx = (e* — ™) com x = aw,
Iy |wu|*  1/2—(cos2av)/2+ [(e™ —e ) /2]? 4.5)
Iy |Z\2 1+2[(er” — efaw)/Z]Z _ [eZaw/z _ efZaw/z] : )
Das poténcias,
Iy |wu|* 1/2—(cos2av)/2+e*™ /4 —1/2+ 2" /4 .6)
Iy - ’Z‘Z l_l_eZaw/z_1+e72aw/2_e2aw/2_|_e72aw/2' :
Resolvendo o numerador e o denominador,
I |ygl? (72 4> —2cos2av) /4
== — . 4.7)
I ‘2‘2 e 2aw
Fazendo a divisao,
Iz 5 1 +e* — 2624 cos2ay
<z _ 4.8
IO ’II/H‘ 4‘2‘2 ( )
Fazendo ¢ = 0 na abreviagio z [equagdo (2.27): (v+iw) = \/q+ 721,
v+iw =2z 4.9)
Do médulo quadrado,
2 = v+ w?. (4.10)
Substituindo a equacao (4.10) na equacdo (4.8),
Iz 5 14 — 2624 cos 2av
<z _ 4.11
IO W/H‘ 4(V2—|-W2) ( )
Reagrupando,
Iz _ [W |* 1+ * — 262 cos 2av @.12)

Iy  4w? 1+ (v/w)?
Desenvolvendo a abreviacao z para obter v e w. Substituindo yp [equagdo (2.23)]

em z [equacdo (2.26)],
7= €sin260p — (r.A%/ 7V, K. (4.13)
Substituindo Fy = FR +iFy,

7= €sin20p — (r, A%/ aV)ER —i(r.A?/aV,)F . (4.14)
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Substituindo Ay [equacdo (3.27)] e U [equagdo (2.9)],

7= €sin20p — Ay sin26p — itpA /27. (4.15)
Reagrupando,
z=(&—Ay)sin26p — il /2m. (4.16)

Da equacdo (4.10), v =Re(z) e w =Im(z),

v = (&—Ay)sin26p, 4.17)

w = —pA/2m. (4.18)

Para facilitar a substitui¢cdo na equagdo (4.12), os termos aw, av e v/w sdo desenvol-
vidos separadamente. Das equagdes (2.24) e (4.17),

D
av = —
sin GgA

(& —Ay)sin26p. (4.19)
Usando sin26g = 2 sin Bz cos O € resolvendo,
av =2nD(e — Ay)cosOp/A. (4.20)

Das equagdes (2.24) e (4.18),

D  —uph

Y Sin O0pA 21 *21)
Resolvendo,
aw = — oD /2sin Bp. (4.22)
Das equacdes (4.17) e (4.18),
vjw=C :ﬁ;’i ji;feB (4.23)
Substituindo AL [equacgdo (3.95)],
v/w=—(e—Ay)/Ay. (4.24)

Finalmente, substituindo as equagdes (2.21), (4.20), (4.22) e (4.24) na equacgio
(4.12),

1 +exp(—2upD/ sin 6p)
I;  rl|Fg|* A —2exp(—uoD/sinBp) cos(4nD(g — Ap)cos Op/A) 4.25)
I V2 w? 1+4(e—Ay)2 /AL ' '
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Esta expressdo € igual a equacgdo (3.83), demonstrando que a aproximag¢ao semi-cinemética
da teoria dindmica de Laue € igual a teoria semi-cinemadtica da difracdo de raios X moles
em cristais. Em cristais fortemente absorvedores a extin¢gdo primdria pode ser desprezada e a
expressao para a intensidade difratada é simplificado, facilitando sua aplicagdo e permitindo

outros desenvolvimentos.

4.2 Zero absorc¢ao

A difracao de raios X duros em cristais perfeitos pode ser descrita considerando
apenas a extingdo primdria e a refracao, pois nessas energias a extingdo primdria € a principal
responsavel pela atenuacdo dos raios X, uma vez que a absorcao linear € muito pequena. A
teoria dindmica de Darwin considera apenas a extin¢gdo priméria e a refragdo. A formulacido
para cristal espesso (DARWIN, 1914a; DARWIN, 1914b) pode ser aplicado, por exemplo, na
descri¢do do perfil instrumental de monocromadores (SABINE, 1987; WANG et al., 2008). A
generalizacdo para cristal de qualquer espessura (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926) € um
caso particular da teoria dindmica de Laue para zero absorcdo. Esta se¢do apresenta uma revisao
do caso particular de zero absorcdo da teoria dindmica de Laue que resulta na teoria dindmica de
Darwin para cristais de qualquer espessura.

No caso particular de zero absorcdo, os fatores de corregio de dispersdo andmala f’
e f” sdo zero, consequentemente Fj e F)’ também sdo iguais a zero, e a abreviac¢do z [equagdo

(2.26)], conforme ja desenvolvido na equagdo (4.16) para g = 0, resulta em
z=(€—Ap)sin26p. (4.26)
Considerando reflexdes simétricas Fy; = Fz a abreviacdo g [equacdo (2.25)] resulta em

a =P, .27

Observe que z € g sdo ndmeros reais, portanto, a quantidade /¢ + z2 € puramente real ou
puramente imaginaria dependendo do valor de €. Para (¢ +z?) > 0, a quantidade /g + 22 é real,

resultando em

v = g+ (4.28)

w = 0. (4.29)
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Para (¢ +z°) < 0, a quantidade /g + z2 é imagindria, resultando em

v o= 0, (4.30)

w = —q—72. (4.31)

Esses dois casos sdo equivalentes. Aqui é desenvolvido o caso (g +z%) < 0. Fazendo v = 0 na
intensidade difratada da teoria dindmica de Laue na formulagdo de Zachariasen e correc¢do de
Wilkins para o caso Bragg simétrico [equacgao (2.20)],

IZ - |l[/1-1|2 sinh2 aw
Iy |g+22|+ (Jg+ 22| +|z|?) sinh® aw + Re(—z*\/q +22) sinh 2aw

(4.32)

Para facilitar a substitui¢do, os termos Re(—z*\/q+22), aw, |q+2%| e (|g + 2% +|z|*) sdo

desenvolvidos separadamente.

Em Re(—z"\/q+72), z é real e /g + 72 é imagindrio, resultando em
Re(—z"\/¢q+2%) =0. (4.33)

Para aw, substituindo as equacdes (2.24) e (4.31),

aw = (aD/A sin ) /| y[? — (€ — Ap)? sin® 265, (4.34)

Evidenciando |yy|?,

aw = (D] ] /A sin B5)\/ 1 — (€ — Ay )?sin® 265 /| i . (4.35)

Usando as abreviagdes

A = m|yy|/Asin6p, (4.36)

y = (e—Ay)sin26s/|ynl, 4.37)

resulta em

aw = DA\/1—12. (4.38)
Para |g +z%|, no caso em que (g +z%) < 0, tem-se que |g+z%| = —(q +z?). Substi-

tuindo g e z [equagdes (4.27) e (4.26)],

g+ 2°| = |yu|* — (€ — Ay)?sin® 263, (4.39)

2

Evidenciando |yy

)

g +2%| = |wu[*(1 — (e — Ag)?sin® 205 /|y |*), (4.40)
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Usando a abreviacdo y [equagdo (4.37)],
lg+22 = lyuP(1-5%). (4.41)
Para (g + 22| + |z|?),

g+ 22+ 2> = —(g+ P+ = —q. (4.42)
Substituindo ¢g [equacdo (4.27)],

lg+2%|+ 2> = |y [*. (4.43)

Substituindo as equagdes (4.33), (4.38), (4.41) e (4.43), na equagdo (4.32),

1 2sinh? (DA+/1 — y2

Iz _ || sinh"( ) . (4.44)
Io Jyu[(1=y2) + [yu|?sinh® (DAY/1 —y?)

Resolvendo e usando cosh?a = (sinh?>a + 1) com a = A+/1 — )2,

I inh? (DA+/1 —y?2

Iz __ sinh™( AVIZY) (4.45)
I —y2 4 cosh” (DA/1—y?)

Dividindo por sinh?a e usando cosh?a = (coth?a — 1) com a = DA\/1 —y2,

I 1

Z = (4.46)

Iy —y2(coth? (DA\/1—y2) —1)+coth? (DA\/1—y?)

Figura 27 — Intensidade difratada da teoria dindmica de Laue para zero absor¢do no limite de cristal espesso.
Calculado com a equagio (4.47) para DA = 10, em comparagdo com a intensidade difratada da teoria dindmica de
Darwin para cristal espesso [equagdo (2.16)]. A intensidade difratada zero absorcdo tem largura a maxima altura
igual a largura de Darwin.

1.0

Intensidade difratada
o
h

7

o
o

Fonte: Autor.
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Resolvendo, obtém-se a intensidade difratada para o caso particular de zero absor¢ao,
Iz 1

Iy y2+4(1—y2)coth? (DA\/1—y?)

Como esperado, esta equagdo € igual a expressdo da intensidade difratada da teoria dindmica

de Darwin para cristais de qualquer espessura (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926). A

(4.47)

intensidade difratada zero absorc@o para DA = 10 € semelhante a intensidade difratada da teoria
dindmica de Darwin para cristal espesso, conforme ilustrado na Figura 27.
A intensidade integrada é obtida fazendo Az = fj:f Izdy na equagdo (4.47), resul-

tando em (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926),

A
ZZ _ rtanh(DA). (4.48)

I
Essa expressdo estd na coordenada y. Para transformd-la de y para a coordenada 0 basta

multiplicar por |yy|/sin20p, conforme a equagdo (4.37),

Az _ 7|yl
Ip sin20p

tanh (DA). (4.49)

A intensidade maxima estd localizada em y = 0, resultando em

max
ZI = tanh? (DA). (4.50)
0

Para cristal espesso ocorre reflexdo total.
A intensidade integrada de exting¢do pode ser escrita em termos da intensidade
integrada cinemadtica. Substituindo |yy| [equacdo (2.21)] na equagdo (4.49),

— = ———tanh(DA). 4.51
]() VCSiHZQB an ( ) ( )

Substituindo a intensidade integrada cinematica Ag [equacgdo (2.12)],

Az V,sin 6

— =Ax——————tanh(DA). 4.52
o =A% Eap @A) (452)
Substituindo A [equagdo (4.36)],

tanh (DA)
Ay =Ap ——=. 4.
z=Ak—pa (4.53)

O coeficiente tanh (DA)/DA é a correcdo de Darwin para os efeitos da extingdo primdria na

intensidade integrada (DARWIN, 1922; BRAGG et al., 1926).
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Conforme Authier (2001), a grandeza chamada profundidade de penetragdo z, € a
distancia da superficie do cristal na qual o fator de atenuacéo é 1/e. Na posi¢do de Bragg pode

ser relacionada a abreviag@o A e a grandeza chamada comprimento de extingdo Ay,

Vc sin 93 1 A()
=B 0 4.54
T 2y 24 2m (459

4.3 Largura integral de extin¢ao

A equacdo de Scherrer descreve a largura da reflexdo para cristais pequenos, en-
quanto a expressao da largura de Darwin o faz para cristal espesso considerando os efeitos da
extin¢do primdria. Esta secdo apresenta a conexdo entre essas duas expressoes: a largura integral
considerando os efeitos da extingdo primdria para cristais de qualquer espessura.

Inicialmente, a profundidade de extingdo &z foi definida, semelhante & expressio da
profundidade de absor¢do, como a profundidade do cristal na qual os raios X tem 2 /e da sua

intensidade,

VC sin OB Ze 1 A()

_ _Z_ 1 _ Mo 4.55
Sz Ar A|lFy| 2 4A  4xm (4.55)

Resultando em uma expressdo semelhante a profundidade de absorgdo &, [equagdo(3.114)],
diferindo apenas pelo quantificador da atenuacao.

As expressoes da intensidade integrada e intensidade maxima de extin¢do podem ser
escritas em termos do quantificador da extin¢ao e da profundidade de extin¢ao. Para a intensidade
integrada basta substituir |yy| [equagdes (2.21)] e &7 [equagdes (4.55)] na equag@o (4.49),

2
) (4.56)
Para cristal espesso a largura integral de extin¢do intrinseca A% ¢é obtida. Fazendo D — oo, a
tangente hiperbdlica € igual a 1,
% = %. (4.57)
Essa expressdo estd relacionada 2 intensidade integrada de Darwin por A, = (8/37)AL,. Essa
diferenca estd associada ao formato do perfil, conforme ilustrado na Figura 27. Reescrevendo

a intensidade integrada de extingdo [equacdo (4.56)] em termos da intensidade integrada de

extingdo intrinseca [equacgdo (4.57)],

Az = ALtanh (D/4&7). (4.58)
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Para a intensidade maxima basta substituir &7 [equagdo (4.55)] na equagdo (4.50),

max

IZI = tanh® (D/4&7). (4.59)
0

Como j4 discutido, a largura do perfil € uma importante grandeza relacionada a
intensidade difratada. A largura integral de extin¢do € definida como 7 = Az/IJ'™*, da razdo

entre as equacoes (4.49) e (4.50),

(| wy |/ sin26p) tanh DA

= 4.60
Pz tanh? DA (460)
Resolvendo e substituindo |yy| [equagdes (2.21)] e &z [equagdes (4.55)],

reA?|Fy|

= ——————coth(D/4¢&y). 4.61

Bz = inag, O (P/467) (4.61)

Essa expressdo € a generalizacdo da equacdo de Scherrer considerando os efeitos da extin¢cdo
primdria. Para o caso particular de cristal espesso a largura integral de extin¢do intrinseca 3, ¢

obtida. Fazendo D — oo na equagdo 4.61, a cotangente hiperbdlica € igual a 1,

2
i _ TeA”|Fh]|
=—. 4.62
& V,.sin26p (462)
Substituindo a largura de Darwin [equagdo (2.17)],
. WA}
B, = TD (4.63)

A relagdo entre a largura a méxima altura e a largura integral do perfil de Darwin, que tem forma
de chapéu, € a mesma relagcdo entre a largura a meia altura e a largura integral de um perfil
lorentziano. Reescrevendo a largura integral de extin¢ao [equacdo 4.61] em termos da largura

integral de extin¢do intrinseca [equacgdo 4.62],

Bz = B} coth(D/4&7). (4.64)

A inversa € obtida resolvendo para D,

D =4&Ezcoth™ ! (Bz/BL). (4.65)

A tabela 3 mostra a comparagdo entre as quantidades considerando exclusivamente os
efeitos da absor¢ao linear ou extin¢do primdria: profundidade de atenuagdo, intensidade integrada,
intensidade maxima, largura integral e largura intrinseca. Elas sdo descritas, respectivamente,
pela teoria semi-cinematica e pela teoria dindmica de Darwin. Para cristal finito, as intensidades

integradas sdo proporcionais a razio entre | Fy|? e o quantificador da atenuacio, Fy para absor¢do
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Tabela 3 — Comparagdo entre as quantidades para absorcao linear e extingdo primdria. A intensidade integrada, a
largura integral e a largura intrinseca estdo na coordenada 6. Os valores intrinsecos podem ser obtidos fazendo
D — 0. A principal diferenca entre as quantidades € o quantificador da atenuagdo, F} para absorc¢do linear e |Fy|
para extingd@o primaria.

Quantidade Absorcao linear Extin¢do primdria
- V,sin Op V,.sin Op
At = -
e M G AE] 2= dro A Fl
' _ reA?| Fy? _ red*|Fal
Intensidade integrada Ay, = m(l —eP/o) A= Mtanh (D/4&7)
Intensidade méxima [T = M(1 — e D/25u)2 19 = tanh® (D /4&7)
Ho R £ ’
, reA2F reA?|Fyl
Largura integral Bu = Vosin26s coth(D/4&,) Bz = Vosin26s coth(D/4&z)
2r AF) 21 A% Ful

Ai

Largura intrinseca = -
D 7v.sin20g

BT 7V.sin26

Fonte: Autor.

linear e |Fy| para extingdo primdria. As intensidades maximas sdo proporcionais a razao entre
|Fg|* e 0 quadrado do quantificador da atenuagio, uma vez que para a extingdo priméria pode ser
encarada como 1 = |Fy|?/|Fy|?. Para cristal espesso, as diferencas nas intensidades integradas
e maximas sdo o quantificador da atenuag@o e o fator 1/4. A intensidade integrada e maxima
semi-cinemdtica crescem mais rapido que para zero-absor¢do, conforme ilustrado na Figura 28.
Apesar desse comportamento diferente, a largura integral — razao entre a intensidade integrada e
a intensidade maxima — para absorcao linear e extin¢do primdria tem 0 mesmo comportamento
com a cotangente hiperbdlica, diferindo apenas pelo quantificador da atenuacao.

A espessura limite para aplicacdao da equagdo de Scherrer considerando os efeitos
da extincdo primadria € objeto de estudos recentes (MUNIZ et al., 2016; MIRANDA; SASAKI,
2018). Usando a largura a meia altura calculada computacionalmente e considerando uma
correspondéncia de Dg /D = 0,95 foi obtido uma espessura limite de aproximadamente D =

0,12A9 (MIRANDA; SASAKI, 2018). Seguindo a mesma metodologia e fazendo Bx = fz,

A A?|F AD|F,
_ TeANFul o (TeADIFR]Y (4.66)
2DgcosOp  V.sin20p V,sin 6p
Resolvendo,
ADy|F AD|F,
reADilFy| _ - (reADIFy| (4.67)
V. sin O V. sin 0
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Substituindo o comprimento de extin¢ao,

Dk D
—— —tanh | — ). 4.68
Ao an < /\0) ( )

Resolvendo numericamente para D /D = 0,95,
D =0,13Ay. (4.69)

Essa pequena diferenca no limite de aplicacdo pode estar associada ao uso da largura integral ao
invés da largura a meia altura.

O calculo da espessura de cristais perfeitos usando a equagao de Scherrer ocasiona
um erro por ndo considerar os efeitos da extin¢do primdaria. A espessura de cristais perfeitos deve
ser calculada usando a expressdo inversa da largura integral de extin¢do. Dessa equacdo pode-se

obter um fator de correcdo para a espessura calculada pela equagao de Scherrer. Substituindo a

Figura 28 — Comportamento da intensidade integrada e maxima para absorcao linear e extin¢do primaria com a
espessura do cristal a) Comportamento da intensidade integrada semi-cinemadtica A, /AL e de Darwin Az/AL. b)
Comportamento da intensidade madxima semi-cinematica /,;"* / I;{‘a"i e de Darwin [ /[93%i A quantidade &, na
abscissa, assume &, para as curvas semi-cinemdtica e & para a teoria dindmica de Darwin.

1’0 | A“ I I I I I | I
s | A
<
& | ]
£ Az
L 0,5 Z —
<
=t
&
5 N J
g

0.0 | | | | | | |

1,0
. =
g R Iﬁlaxi -
\g Imax
2 05+ Iriaxi —
s zZ
=
&
Q = .
E

0,0 ] ] ] ] ] ] 1

0 5 10 15 20

D/§

Fonte: Autor.
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largura integral de extin¢ao intrinseca [equacdo (4.62)] e a profundidade de extin¢do [equacgdo
(4.55)] na equagao (4.65),

_ Asin6p

1 .
vl coth™* (Bzsin26p/m|yyl|). (4.70)

Substituindo a equacdo de Scherrer [equacao (3.159)],

Bzsin26p

D =Dy
T\ W |

coth™! (B2 sin20p /7|y |). (4.71)

Este é o coeficiente de correcdo para os efeitos da extin¢cdo primdria na espessura do cristal
calculada pela equagdo de Scherrer.

A correcdo para a largura integral € obtida usando a expressao da largura integral de
extingdo. Substituindo a largura integral de extingdo intrinseca [equacdo (4.62)] e a profundidade

de extincdo [equacgdo (4.55)] na equagdo (4.64),

_ 7|y .
Bz = 1265 coth (D|yy|/A sin 6p). (4.72)

Substituindo a equacao de Scherrer [equacao (3.159)],

_ ., Tlyu|D :
Bz = Bk 75in 6 cothw(|yy|D/A sin Op). 4.73)

Este € o coeficiente de correc¢do para os efeitos da extingdo primdria na largura integral calculada

pela equagdo de Scherrer.
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5 APLICACOES EXPERIMENTAIS

Este capitulo, baseadas em trabalhos que usam RSXS, apresenta comprovagdes que a
teoria semi-cinemdtica descreve a difracdo de raios X moles em cristais fortemente absorvedores,
e discute novas aplica¢des, destacando a obtencao das grandezas de interesse: coeficiente de
absorc¢do linear e médulo quadrado do fator de estrutura. A se¢@o 5.1 trata de cristais espessos,
e discute novas abordagens nas aplicacOes. Por fim, a sec@o 5.2 discute aplicacOes em cristais

finitos.

5.1 Ciristal espesso

O espalhamento ressonante de raios X moles fornece uma sonda sensivel as mo-
dulacdes espaciais de spin, carga e orbital com seletividade atdmica. Essa técnica combina a
difracdo de raios X, sensivel as modulacdes espaciais, com a espectroscopia de absorcao de
raios X, sensivel a estrutura eletronica. A ressonancia proxima a borda de absor¢do envolve
transi¢Oes de niveis centrais para estados desocupados proximos ao nivel de Fermi. Além disso, o
espalhamento magnético de raios X € muito pequeno em comparagdo ao espalhamento de carga,
no entanto, o processo ressonante pode aumentar o espalhamento magnético em até oito ordens
de grandeza. Também € possivel distinguir os termos orbitais e de spin devido sua dependéncia
com a polarizacdo dos raios X. As ordenacdes de spin, carga e orbital normalmente resultam em
super-redes eletronicas com periodicidade de varios nandometros, mesma ordem do comprimento
de onda dos raios X moles. As informagdes mais interessantes obtidas pela RSXS surgem da
dependéncia da reflexdo com a energia, polarizacio, temperatura e campo magnético (FINK
et al., 2013; COMIN; DAMASCELLLI, 2016). A RSXS ¢é amplamente aplicada no estudo da
supercondutividade a alta temperatura (High-Temperature Superconductors: HTS) em cobratos
(ACHKAR et al., 2013; COMIN; DAMASCELLLI, 2016) e na magnetorresisténcia colossal
(Colossal Magnetoresistance: CMR) em manganitas (ZHOU et al., 2011). Em resumo, a RSXS
€ uma técnica de difrac@o de raios X moles na borda de absor¢do, usada no estudo de cristais
imperfeitos, entdo a formulacdo desenvolvida nesse trabalho pode ser aplicada na sua descrigao.

Na maioria dos estudos usando RSXS, os cristais ou filmes cristalinos tem espessura
maior que a profundidade de sondagem, portanto podem ser considerados cristais espessos.
Nestes casos, a intensidade observada experimentalmente tem forma lorentziana (FINK et al.,

2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Devido a grande maioria dos experimentos usando
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RSXS serem com cristais espessos, desenvolvimentos tedricos deste caso ja foram apresentados.
Seve et al. (1998) descreveram a forma do perfil intrinseco como lorentziana e a relagao da
largura a meia altura com o coeficiente de absorc¢ao linear, aplicando para obter a parte imagindria
do fator de corre¢cdo do espalhamento atdmico. A proporcionalidade da intensidade integrada
com razdo entre o0 médulo quadrado do fator de estrutura e a largura a meia altura foi descrita
como uma aproximagao semi-cinematica da teoria dinamica de Laue (ACHKAR et al., 2013;
ACHKAR et al., 2016). Essas descri¢des concordam com o caso especial de cristal espesso da
teoria semi-cinematica, o que comprova que ela descreve a difracdo de raios X moles em cristais
fortemente absorvedores.

Em RSXS, a intensidade difratada € analisada no espaco reciproco, facilitando a
andlise ao ocultar algumas das dependéncias observadas no espaco real. O método de andlise
consiste em ajustar o perfil por uma funcao lorentziana e assim obter a intensidade integrada
e a largura a meia altura (FINK et al., 2013; COMIN; DAMASCELLI, 2016). Um exemplo
numérico: Wilkins ef al. (2003) utilizaram a RSXS para estudar as correlacdes spin, carga
e orbital em monocristal de manganita de pardmetro de rede de 3,87x3,87x21,1 A. O perfil
medido da reflexdo (001) na borda de absor¢do L3 do Mn (642,8 eV) em 83 K é lorentziano com
largura no espaco reciproco de 5,31x1073 AL A profundidade de absorcao pode ser obtida
facilmente do inverso da largura a meia altura no espago reciproco [equagdo (3.121)] §, = 188
A. A profundidade sondada é estimada como aproximadamente 188 nm (=10&y,). Da relagao
de Planck-Einstein tem-se A = 19,29 A. O coeficiente de absorcao linear pode ser obtida da
profundidade de absorgdo [equagdo (3.113)] e da lei de Bragg: uo = A /4d&, = 12, 8x10° m~!.

A intensidade difratada e as quantidades relacionadas dependem direta ou indire-
tamente do comprimento de onda dos raios X (energia do f6ton). Essa dependéncia deve ser
considerada ao analisar o comportamento da reflexdo com a energia, pois nao a considerar pode
mascarar os fendmenos em estudo. A seguir, as grandezas de interesse — mddulo quadrado do
fator de estrutura e coeficiente de absorcao linear — sao resolvidas nas expressoes da intensidade
integrada e da largura a meia altura, descrevendo sua dependéncia direta com a energia.

Na RSXS, o interessante € o comportamento de reflexdes de super-rede com a energia
e polarizacdo dos fétons de raios X, temperatura do cristal e campo magnético aplicado. A
grandeza que representa o poder de uma reflexdao é o moédulo quadrado do fator de estrutura que
€ proporcional intensidade integrada. O comportamento da intensidade integrada de reflexdes

de super-rede com a energia do féton (ABBAMONTE et al., 2004; ACHKAR et al., 2016), a
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temperatura do cristal (ARPAIA et al., 2019; WEN et al., 2019), ou campo magnético (GERBER
et al., 2015; BLANCO-CANOSA et al., 2018) indicam a presenca de onda de densidade de
carga, orbital ou spin. Com a polarizacao € estudada a simetria das ondas de densidade de carga
(ACHKAR et al., 2016; COMIN et al., 2015). Geralmente, essas andlises sdo realizadas plotando
um gréfico de AL vs a varidvel estudada, no entanto, a intensidade integrada também depende
de outras grandezas, o que pode mascarar os valores do médulo quadrado fator de estrutura. A
correta relacdo entre a intensidade integrada e o médulo quadrado do fator de estrutura € obtida
resolvendo a expressio da intensidade integrada intrinseca para |Fy|?. Resolvendo a equagio

(3.137),

V2Q32 ) )
Fyl? = S22 Al AL 5.1
[Pl 3273r, 20y HOH (5.1

ou mais convenientemente |Fy|* ~ Al A} . Lembrando que A, = 1/&, tem-se |[Fy|* ~ A}, /&,

ou seja, a intensidade integrada intrinseca é ponderada pela profundidade de absorcdo. Portanto,

o comportamento do médulo do fator de estrutura deve ser analisado num grafico de ALAL vsa

varidvel estudada. Esta metodologia ja foi explorada em alguns trabalhos (PARTZSCH et al.,
2012; ACHKAR et al., 2013; ACHKAR et al., 2016).

Geralmente, o comportamento da largura a meia altura € analisado num gréfico de
AL vs E (THOMAS et al., 2004; OKAMOTO et al., 2007; PARTZSCH et al., 2012). Para
pequenas faixas de energia, esta metodologia fornece bons resultados do coeficiente de absorcao
linear. No entanto, para uma andlise exata e/ou grandes ranges de energia, deve-se considerar
a dependéncia direta com a energia. A largura a meia altura do perfil no espago reciproco AL
(= 6“_1) é proporcional ao coeficiente de absorgdo linear [equagdo (3.113): &, = sin /2],
conforme relatado anteriormente por Seve et al. (1998). No entanto, também carrega uma
dependéncia com a energia do féton ocultada na fungdo sin 8p. Substituindo a magnitude do
vetor de espalhamento & obtido a equagdo (3.115) [§, = QA /8muy]. Por fim, resolvendo para
Uo e substituindo a equacido (2.1), obtendo finalmente o coeficiente de absor¢do linear como uma
fungdo da largura a meia altura e da energia do f6ton:

_ heQphy

com /i = h/2x. De uma maneira mais simples, o comportamento do coeficiente de absor¢io

linear pode ser obtido analisando o grafico AL J/E Vs E.
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5.2 Cristal finito

Os fendomenos estudados por RSXS podem depender da espessura do cristal ou filmes
finos (YAMAMOTO et al., 2018). Por exemplo, a temperatura de transi¢do supercondutora
(WANG et al., 2015; ZHANG et al., 2015) e a magnetorresisténcia (JIN et al., 1995; XIONG et
al., 1996). Portanto, o estudo da supercondutividade e magnetorresisténcia colossal em filmes
finos € promissor. Os cristais e os filmes finos estudados por RSXS geralmente tem espessura
maior que a profundidade sondada, e o perfil observado tem forma lorentziana (FINK et al., 2013;
COMIN; DAMASCELLI, 2016), conforme descrito na secao anterior. No entanto, em alguns
estudos o cristal tem espessura menor que a profundidade sondada, e um perfil com suaves franjas
de interferéncia é observado (HOLLDACK et al., 2010; SCHIERLE er al., 2008). Nos casos
de cristais finitos, os métodos de andlises para cristais espessos falham, pois, nao consideram
a espessura finita dos cristais; e os métodos para cristais pequenos baseados puramente na
teoria cinematica também falham, pois, negligenciam os efeitos da absorcdo linear. A teoria
semi-cinematica, desenvolvida neste trabalho tem muito a acrescentar no estudo de cristais
finitos.

Em cristais finitos, o método mais eficiente para obter o coeficiente de absorc¢ao
linear e no médulo quadrado do fator de estrutura € através do ajuste da intensidade medida
experimentalmente com a intensidade calculada [equagdo (3.83) ou (3.116)], obtendo a espessura
do cristal, o coeficiente de absor¢ao linear (profundidade de absor¢do) e o médulo quadrado
do fator de estrutura ou seu valor a menos de uma constante multiplicativa. Outra alternativa
¢ ajustar apenas o perfil de difracdo obtendo a espessura do cristal e o coeficiente de absor¢do

linear, e posteriormente obter o médulo quadrado do fator de estrutura usando a intensidade
2

integrada. Resolvendo a equag@o (3.135) para |Fy

’

T3l Ey(1— e Pla) G-

O coeficiente de absorcao linear ndo € tdo simples de obter quanto em cristal espesso, pois nao
foi possivel solucionar analiticamente a expressao da largura integral semi-cinemadtica para cristal
finito [equacdo (3.148): By = (7w/2&,)coth(D/4&,)] para &,. Portanto, o melhor método é o

ajuste da intensidade difratada.
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6 CONCLUSAO

Em resumo, esta tese apresenta o desenvolvimento analitico da teoria semi-cinemadtica
da difracdo para raios X moles para cristais de qualquer espessura no caso Bragg simétrico. Ela é
vélida para cristal idealmente imperfeito, cristal perfeito nas reflexdes que satisfazem a condicao
Fy > |Fu|, e cristais pequenos. No caso particular de cristal espesso é obtido a descri¢do
comumente usada na RSXS, e no caso particular sem absor¢do linear ou cristal pequeno € obtido
a teoria cinemadtica. Por sua vez, a teoria semi-cinematica € um caso particular da teoria dindmica
de Laue.

Para cristal espesso, a intensidade difratada tem forma lorentziana com largura a meia
altura no espaco real proporcional ao coeficiente de absorc¢ao linear e no espago reciproco igual
ao inverso da profundidade de absor¢do. A profundidade sondada em cristais espessos € cerca de
dez vezes a profundidade de absor¢@o. A teoria semi-cinematica tem algumas semelhancas com
a teoria dindmica de Darwin. A largura intrinseca de absor¢do e a largura de Darwin ou largura
intrinseca de exting@o diferem apenas pelo quantificador da atenuagdo, Fj' para absor¢do linear e
|F7| para extin¢do primdria. As intensidades integradas da teoria semi-cinemadtica e da teoria
dindmica de Darwin diferem apenas pelo fator 4 e pelo inverso do quantificador da atenuagdo.

A RSXS € uma técnica de difracdo de raios X moles nas bordas de absorcdo em
cristais imperfeitos, portanto a intensidade difratada medida pode ser descrita pela teoria semi-
cinemdtica. Geralmente os cristais estudados por RSXS sdo espessos, por esse motivo os
desenvolvimentos tedricos se concentraram nesse caso particular. A teoria semi-cinemdtica
desenvolvida neste trabalho estd totalmente de acordo com desenvolvimentos tedricos anteriores
comprovados experimentalmente. As quantidades de interesse na RSXS sdo o coeficiente de
absorcao linear e 0 médulo quadrado do fator de estrutura, que sdo obtidas da largura do perfil e
da intensidade integrada. A proporcionalidade da largura a meia altura do perfil com Ly fornece
uma maneira indireta de realizar XAS, no entanto, a dependéncia com a energia do féton também
deve ser considerada. Assim como a absor¢io linear deve ser considerada na obtengio de |Fy|?
da intensidade integrada.

A teoria semi-cinemadtica desenvolvida neste trabalho descreve a difracdo de raios X
moles para cristais de qualquer espessura. A intensidade difratada é proporcional ao |Fy|? para
cristais de qualquer espessura. A largura integral semi-cinemética como uma funcao da espessura
do cristal é uma generalizacdo da equacdo de Scherrer considerando os efeitos da absorcdo linear,

da qual a equacgdo de Scherrer € o caso particular de cristal pequeno ou negligenciando a absor¢ao
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linear, e a largura intrinseca de absor¢do € o caso particular de cristal espesso. Também foi obtida
uma generaliza¢io da equacao de Scherrer considerando os efeitos da extingdo primdria.

Os fendmenos estudados por RSXS — por exemplo, HTS e CMR — podem depender
da espessura dos cristais ou dos filmes finos cristalinos. Essas espessuras podem ser menores
que a profundidade sondada, portanto, o cristal ndo pode ser considerado espesso. Para cristais
finitos, a maneira mais facil de obter g e |Fy|? é ajustando a intensidade difratada medida com
a expressdo da intensidade difratada semi-cinematica. As relagdes da intensidade integrada e

largura integral também podem ser usadas, mas obter iy da largura integral € mais trabalhoso.

6.1 Artigo publicado

Parte do conteudo desta tese foi publicado no artigo:
LIMA, A. N. C.; MIRANDA, M. A. R.; SASAKI, J. M. X-ray diffraction in superabsorbing
crystals: absorption intrinsic width. Acta Cryst., A75, p. 772-776, 2019.
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APENDICE A - SERIES

A.1 Série de Taylor

Dada uma fungdo analitica f(x), sua expansdo em série de Taylor em torno de x = a

¢ dada por:

fx) = ioan(x—a)”, (A.1)
com a, definido por

an="_ (’Z!(“) , (A2)

onde n! é o fatorial de n e f) (a) é n-ésima derivada de f em torno de a. A expansdo em série

de Taylor em torno de a = 0 para uma func¢do radical:

= (12 x x X
Vi4x= T=14+—=+—=+... A3
+x n;)(n)x +2 8+16+ (A.3)

Para uma funcdo exponencial:

o X" X
o g— —_— = JR— JR—
e _,;;)n!_1+x+2+6+"" (A4)
Para uma funcio logaritmo natural:
= (1)t 2 3

In(l+x)=Y ——— =x—"—4+—+... A5
n(1+x) n;) . e s (A.5)

A.2 Série de Laurent

Dada uma fungdo complexa f(x), sua expansdo em série de Laurent em trono de

x = a é dada por

f0) =Y an(x—a)", (A.6)
com a,, definida pela integral de linha
1 f(x)dx
- ¢ L7 A7
fin Zniﬁ(x—a)”“’ &7

onde o caminho de integracdo 7y € anti-horario ao redor de uma curva de Jordan. Para a fun¢ao
cotangente hiperbodlica em torno de x = 0:

1 & 27Bpx® 1 1 x &
thyre -4y 2228 1. % X A8
cothr= "+ —— | x 3 a5 (A-8)

n=1
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onde B, é o nimero de Bernoulli (B, = 1/6 e By = 1/30). Para a fungdo arco cotangente

hiperbdlica em torno de x = oo:

> 1 1 1 1
coth_lx:Z .

= on— 1x2=1  x 353

A.3 Série geométrica

(A9)

A soma dos N termos de uma série geométrica com o primeiro termo a; € a razio g

¢ dado por:
N N—l
SN:alzqnilzalq .
n=1 q_l

Paraa; =1e g=e“

N—1 aN

e —1
Z e = a 1 '
n=0 e —

(A.10)

(A.11)
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